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PREFAZIONE DELL’AUTORE 




( Prima di cominciare la lettura dell'opera si leggaquesta prefazione ). 


Dite cose principalmente io dirò a quelli che si daranno la 
pena di leggere questa mia opera : la prima è che io nulla 
ho tratto dagli altri autori, nè il poteva; poiché mi sono- 
proposto di ricostruire la scienza geometrica su di nuove ba- 
si ; o per dir meglio ho creduto utile cosa e degna di una 
scienza tutta razionale il trarla da unico principio ; lavoro 
non per anche fatto, per quanto è a mia notizia : la seconda 
è che io mi sono assoggettato alle durissime condizioni di- 
dascaliche. Senza di questa seconda condizione, il mio la- 
voro, di sua natura piano ed agevole a trattarsi da qualsiasi 
analista, sarebbe riuscito assai più breve di questo che pure 
è brevissimo; poiché tale è l’indole dell’analisi da aggrup- 
pare sotto una stessa forinola tutt’i teoremi che vanno com- 
presi in una stessa enunciazione generale, da risolversi poi 
ne’ teoremi singolari per mezzo di speciali ipotesi (a) : m» 
per effetto del metodo didascalico per me prescelto , mentre 
ho dovuto disporre le cose in modo che le teoriche conse- 


ta) Ciò rilevasi in vari! luoghi di quest’opera: vedi p. a 5 , u." 3 ;J ; p. 29 
n.‘ 39 e 40; pag. 5 g rig. 3 , 4 , 5 . . pag . 62 (*) ec. 
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guenli si attaccassero alle precedenti, ho anche dovuto proc- 
curare clic ogni ricerca avesse uno svolgimento particolare. 

Dopo queste avvertenze , se qualcheduno vorrà leggere 
questa mia operetta con ispirito di critica , lo faccia pure : 
io accetterò di buon grado quella critica il cui scopo è l’ avan- 
zamento della scienza e de’ metodi, e farò tesoro delle sagge 
riflessioni tendenti ad illuminarmi. Ma spregerò poi la cen- 
sura ; e se qualche monto vi fosse, certo non potrà esser geo- 
metra, nè avrà mai lottato colle difficoltà di una sola nuova 
ricerca, fosse la più semplice. Poiché se è sempre lodevole 
cd utile e non senza difficoltà una nuova dimostrazione di 
qualche teorema , i soli ignoranti , avvezzi a ciarlare intorno 
a quello che sanno e che non sanno, potrebbero dire privo 
del tutto d’importanza e di malagevolezza e spacciare anche 
come pericoloso il rifacimento analitico di tutta una scien- 
za e ’l nuovo ordinamento di essa intorno ad un solo prin- 
cipio (a). 

Ma mi si dirà 

In questo di Procuste orrido Ietto 
Chi ti sforza a giacer ?... : 

Che bisogno, potranno dire taluni, vi era di un nuovo or- 
dinamento geometrico, dopo le tante e pregevolissime opere 
che possiede la scienza? A questi, se ve ne fossero, rispon- 
derò con due domande: 1.‘ Credono essi, logicamente par- 
lando, che potesse essere di qualche importanza un’opera 
geometrica ridotta ad unità di principio? 2.* La scienza pos- 
siede nello stato presente un’opera nella quale da unico prin- 

(a) L’autore si dichiara grato alle osservazioni fattegli da’ dotti nel VII 
Congresso scientifico; fra’ quali gli gode l’animo di rammentare l’illustre si- 
gnor Gio. Majocchi e due distinti uffizioli napoletani del Reai Corpo di Arti- 
glieria. 
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cipio vengono a mano a mano svolgendosi, la geometria pia- 
na solida e sferica e le due trigonometrie? Se la scienza man- 
casse di questo lavoro, le tante pregevolissime opere che 
ora abbiamo, lungi dal farne conchiudere l’inutilità, ne mo- 
strerebbero anzi il bisogno e l’ importanza tanto più In quan- 
to che manca. Or io pregherei costoro d’ indicarmi il titolo 
dell’opera di cui qui si parla. In quanto a me confesso che 
nel mio lungo esercizio dell’ insegnamento matematico per 
ben quarant’anni non ne ho conosciuto una sola , nè attual- 
mente è mia notizia che vi sia , a meno di una serie di dotte 
memorie intorno alla Trigonometria sferica scritte dopo il 
Bertrand, dal 1778 fino a tempi nostri , la maggior parte de- 
dotte analiticamente dall’equazione trinomia fra’ tre Iati ed 
un angolo, e quindi somiglianti fra loro. Epperò, se la cen- 
nata mancanza realmente esistesse , come sembra risultare 
da notizie di fatto, pare che io non abbia perduto il mio tem- 
po : poiché se io fossi realmente riuscito nel mio proposito , 
del che giudicheranno i Dotti, alle tante pregevolissime ope- 
re ora esistenti sarebbe aggiunta quella sola che mancava. 

Per ciocché risguarda poi l’importanza delle opere ridotte 
ad unità di principio, volendo rimanere ne’ soli limiti delle 
matematiche, risponderò colla dottrina e coll’esempio del- 
l’immortale Lagrangia, e di tanti altri sommi geometri ; « La 
« perfezione nell’Analisi, dice il Principe degli Analisti (a), 
« consiste nel non impiegare che il minor numero possibile di 
« principii, e in far derivare da questi principii tutte le ve- 
« rità ch’essi possono racchiudere per mezzo delle sol’ana- 
« lisi ». Or può esservi minor numero di uno? Epperò se i 
Dotti conoscessero nel mio lavoro la dipendenza delle verità 
geometriche e trigonometriche dall’unica equazione fonda- 


la) Memorie concernente la soluzione di alcuni problemi relativi a’ trian- 
goli sferici. Tom. I. del Giornale della Scuola Politecnica. 
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mentale per me prescelta , pare che le mie fatiche non sa- 
rebbero state inutili nè perdute. 

Nè si arrestò il Lagrangia al solo precetto ; ma egli stesso 
ne diede l’esempio : e niuno più di lui rinnovellò ed estese 
tutte le matematiche, e ne creò nuove branche; e l’esempio 
suo fu seguito da quanti geometri posero la loro gloria nel- 
l’ imitarlo. Ed infatti esisteva il Calcolo Infinitesimale ed esi- 
steva sotto due forme, quella degl’infinitesimi e l’altra deci- 
miti , quando Lagrangia ne fece una derivazione dal teorema 
di Taylor svolto in serie colle sole forze dell'Algebra. E pure 
esisteva la Meccanica ed era ricca de’principii della leva, di 
quello del parallelogrammo delle forze , di d’ Alembert ec. , 
quando l’immortale Geometra Italiano le diede a fondamen- 
tale sostegno l’unico principio delle velocità virtuali, inven- 
zione felice di un altro Genio Italiano, Galilei. E i Principi 
matematici della Filosofia Naturale del Newton erano già fa- 
miliari a’ geometri; e l’Astronomia contava un Maskeline, 
un Lalande, un Piazzi..., quando Lagrangia apri al profondo 
La Place il campo che doveva egli percorrere per lungo e 
per largo , fondando tutte le verità della Meccanica Celeste 
sulla legge della gravitazione universale. E se risaliamo a’ 
tempi antichi , vedremo pure Archimede inventare il meto- 
do di Esaustione come unico mezzo in quel tempo per pas- 
sare dal finito nelle regioni dell’Infinito; e dare alla Statica 
il principio della leva e all’Idrostatica quello su cui poggia 
la legge deH’equilibrio de’fluidi. La Storia delle matemati- 
che ci mostra ad ogni passo gli sforzi fatti da’ geometri di 
tutt’ i tempi per rintracciare di questi principi generali. Ep- 
però noi vediamo il Calcolo in possesso di tre di essi: il 
principio degl’indivisibili sostituito, come metodo sommato- 
rio, a quello di Esaustione; e’1 principio de’ minimi quadrati, 
tanto utile in astronomia , per determinare una posizione 
che si allontanasse il meno possibile in lutl’i sensi dalle al- 
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Ire osservate, e ben altri molti principi e geometrici e statici 
e dinamici. Lo che debbe considerarsi come 1’effelto natu- 
rale dell’attività dell’ingegno umano che si sforza continua- 
mente di aprirsi delle nuove vie e più spedite nel campo delle 
scienze. 

£ vedete quanto può il desiderio dell’immegliamento di 
cui è pieno il cuore umano. Appena fu fatta palesa l’influen- 
za delle funzioni circolari su tutte quante le matematiche 
pure e miste, che si videro, l’uno dopo l’altro il Bertrand (a), 
l’ Eulero (6) , il de Gua (c) , Lagrangia (d) , il Cagnoli (e) , il 
Delambre (/*), il Legendre (g), il Franchini (h) , l’Oriani (k), 
il Carnot (I), il Puissant (m) , l’autore de’ Paralleli delle Tri- 
gonometrie (n) , il Mascheroni (p ) , il Lhuiller (q ) , il Rey- 
naud (r) , il Pergola (s) e tanti altri affaticarsi a ricostruire 
analiticamente la Trigonometria Sferica, servendosi del mi- 
nor numero possibile di principi. Poiché, avendo il Prin- 
cipe degli Analisti creata la Nuova Geometria delle coordi- 
nate, e trattati i problemi più difficili delia Filosofìa Natu- 
rale co’ nuovi metodi da lui inventati, dimostrò che le Rul- 
la) Développement de la partie élémentaire des malématiqties, 1778. 

( b ) Acta Academiae Scientiarum Petropolitanae 1779. 

(c) Académie des Sciences 1785. 

( d) Sixième cahier de l’Ecole Polyteclinique. 

( e) Trigonometria Piana e Sferica. 

( f ) Traile Compì, de Astronomie théor. et pratique. ' 

( g ) Traité de Trigonom. Notes à la géoraétrie. 

(A) Trattato analitico di Trigonom. e Foligonom. Piana e Sferica. 

(£) Elementi di Trigonometria Sferoidica. Opuscoli Astronomici di Milano. 
(Z) De la correlation des figures. 

(m) Traité de Géodésie ; Traité de Topographie. 

( ri) Tome XII delle Memorie della Società Italiana delle Scienze. 

(p) Problemi per gli Agrimensori. 

(q) Polygonometrie et Poliedrometrie. 

(ri Tables de Logarith. de Lalande publiès par Reynaud. 

(s ) Tomo I degli Atti della R. Accademia delle Scienze di Napoli. 
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zioni circolari somministrano forma e linguaggio alla novella 
geometria ed alla fìsica matematica; e che co’ simboli delle 
funzioni circolari possano solamente rappresentarsi i feno- 
meni naturali soggetti a certi periodi. 

Il principio fondamentale di tutte queste opere e memorie 
trigonometriche , a meno di sole tre o quattro , è la forinola 
trinomiale fra’tre lati e un angolo sferico. 11 Franchini , l’Au- 
tore de’ Paralleli delle Trigonometrie, il Lhuiller, il Carnòt 
hanno adottato de’principii differenti. Poiché il Franchini ha 
posto a capo della sua analisi la formola binomia fra due lati 
e i due angoli opposti de’ triangoli rettilinei, comechè mol- 
tissime ricerche escano dalla dipendenza del principio da lui 
adottato, fra le quali le note forinole del seno e del coseno 
della somma e della differenza di due archi. L’autore de’ Pa- 
ralleli delle Trigonometrie deduce le formole de’ triangoli sfe- 
rici dall’analisi del tetraedro iscritto in un cono retto, in mo- 
dochè , cambiatosi il medesimo come ultimo suo limite in 
prisma retto , ne deduce egli le formole per l’analisi de’ trian- 
goli rettilinei. Il Carnòt prese a disamina la poligouometria e. 
la poliedrometria sotto nuove vedute. Egli non le considerò 
come risultamento di un’analisi algebraica di talune equa- 
zioni primordiali : ma esaminando le relazioni ch’esistono fra 
le rispettive distanze di quattro punti sopra un piano e di 
cinque nello spazio, considerati a due a due, mostrò quali 
vantaggi potevano risultarne alla geometria. I problemi per 
gli Agrimensori del Mascheroni, comechè di utili novità ri- 
dondanti , talune delle quali relative a’ poliedri ; comechè fac- 
ciano gran parte del merito della poligonometria c poliedro- 
metria del Lhuiller, pure quelli e questa non appartengono 
a quella specie di lavori analitici il cui pregio dipende , se- 
condo la dottrina di Lagrangia, dal minor numero de’prin- 
cipii impiegali a svolgerli analiticamente. La memoria del 
Fergola ha per oggetto il mostrare come dal noto teorema 
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di Tolomeo sul tetragono iscritto nel cerchio possono dedursi 
agevolmente i teoremi delle sezioni angolari del Vieta e del 
Wallis e le verità principali della trigonometria analitica de’ 
moderni. E questo mio lavoro poi è unicamente fondato sul- 
l’equazione trinomia fra gli angoli di un triangolo rettilineo 
o sferico e i suoi lati , equazione che io non conosco di es- 
sere stata da altri impiegata a base di simili svolgimenti ana- 
litici. 

Due conseguenze risultano da questi cenni storici. La pri- 
ma è che la scienza mancava di un lavoro analitico a cui po- 
tesse rassomigliarsi quello che io ho cercato di fare : la secon- 
da , che se tante memorie risguardanti una sola branca della 
geometria, e tutte rassomigliantisi per lo scopo e per lo prin- 
cipio, non sono state credute inutili all’avanzamento della 
scienza , spero almeno che colla stessa indulgenza voglia ri- 
guardarsi questa mia opera; 1° perchè non alla sola Trigo- 
nometria ho limitato le mie ricerche, ma a tutta la Geome- 
tria ; 2" perchè l’analisi mia non ha nulla di simile con quella 
de’ prelodati geometri nè nello scopo, nè nel principio fon- 
damentale per me adottato ; e se il Legendre ha consagrato 
pure alcune note allo svolgimento analitico di talune ricer- 
che di geomelria pura, questo lavoro, comechè pregevo- 
lissimo , è tutt’altra cosa che un ordinamento della scienza 
geometrica. Le dodici note del Legendre sono delle indagini 
separate che suppongono nota la geometria , e la maggior 
parte contiene degli svolgimenti non elementari. Alcune di 
esse sono delle analisi comparate di concetti geometrici presi 
a disamina col metodo euclideo e con altro più analitico : e 
tutte poi non hanno, in quanto al metodo, nulla di compa- 
rabile coll’ analisi da me seguita, tutta elementare , tutta pia- 
na , tutta derivante dallo stesso principio : 3° perchè avendo 
io considerata la geometria e la trigonometria ne’ suoi rap- 
porti con un principio fondamentale , queste scienze hanno 
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potuto esser ridotte alla massima brevità e semplicità : cosic- 
ché gli studi matematici primordiali , a compiere i quali co’ 
metodi misti finora in uso non bastano due anni , possono 
recarsi a compimento in pochi mesi. 

Nè credasi che colla proposta di questo mio lavoro io ab- 
bia avuto l’idea d’invilire il metodo dell’insegnamento ma- 
tematico finora in uso. Iddio mi guardi da questa sinistra 
interpetrazione dello scopo che mi sono proposto: e baste- 
rebbe a smentirla la nota che io lessi alla R. Accademia delle 
Scienze , la quale è inserita nel quaderno 60 del Progresso 
( nuova serie) dalla pag. 197 alla 207. La Geometria Antica 
e la cosi detta Cartesiana, e que’capi d’opera scritti coll’uno 
e l’altro metodo, sono tali che non si può essere geometra 
di professione senza quel 

« Noctuma versate marni, versate diurna ». 

Ma oggi non trattasi solo di formare de’ geometri: oggi le 
matematiche si sono incarnate talmente con tutte le scienze 
fisiche e coll’industria, che a ragione scriveva quel bell’in- 
gegno di Carlo Dupin « Dans l’état actuel des Sciences il n’est 
paspermis d’ignorer les mathèmatiques et la chimie ». Oggi 
Io scopo delle matematiche non è solo quello di dirigersi al 
perfezionamento dell’ intelletto; ma esse sono divenute, sotto 
la forma analitico-numerica , il primo e più possente stru- 
mento della civiltà odierna, lo spirito di tutte le scienze, di 
tutte le arti , il principio produttore di quella industria che 
crea e distribuisce le ricchezze. Che uso farebbe della geo- 
metria antica o cartesiana il politico il negoziante che hanno 
continuo bisogno delle svariate applicazioni dell’ aritmetica 
sociale? Sopprimete il linguaggio e la forza dell’analisi nume- 
rica , la fisica e la chimica che per essa hanno fatto in mezzo 
secolo de' progressi cosi stupendi, tornerebbero a quel rac- 
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cozzameli to d’ipotesi che s’incarnavano con una serie di spe- 
rimenti empirici non sempre di accordo colle teoriche. La 
Geodesia sorta da 50 anni dal seno dell’analisi moderna, la 
quale ha fatto a tutte le scienze fisiche al commercio e alla 
società l'immenso dono del sistema metrico, la Geodesia tor- 
nerebbe nel nulla. La Tecnologia ridotta a delle formole poste 
alla intelligenza fin degli stessi ignoranti costruttori ; questa 
scienza dell’industria e delle arti sorta dal seno del sapientis- 
simo sistema metrico e scritta col linguaggio dell’analisi nu- 
merica, scomparirebbe. Addio machine a vapore; addio i 
prodigi di quella meccanica industriale la quale non si ap- 
poggia al sagrifizio di migliaja di schiavi condannati a soddis- 
fare l’ orgoglio di un despota , ma scende dal sapiente e con- 
ciso linguaggio di poche formole che danno all’artefice il 
mezzo di produrre certamente e senza rischio quell’ effetto 
utile che gli bisogna, e di opporre alla forza de’ movimenti e 
alla gravezza delle masse quelle resistenze che ne assicurano 
l’ effetto senza tema di pericoli. Le stesse scienze morali, fra 
le quali la logica de’ probabili in ogni maniera di giudizi, e 
l’Economia Pubblica quale vantaggio non ritraggono dal cal- 
colo delle probabilità la cui esposizione ha ricevuto dall' a- 
nalisi moderna una nuova vita e un’applicazione estesa e 
svariata ? (a) 

Riepilogando ecco a che riducesi l’argomento. Le mate- 
matiche possono studiarsi con tre linguaggi differenti , quel- 
lo dell’antica geometria e dell’analisi cartesiana, l’altro del- 
l’analisi numerica. Le prime due, sapientissime e profonde 
indagatrici de’ concepimenti astratti , non sono adatte a tutte 
le applicazioni quassù cennate, epperò non sono state appli- 

(a) Il celebre Poisson , poco prima che la morte lo involasse alle scienze , 
leggeva all’Accademia di Francia una sua memoria intitolata « Rcchcrchcs 
sur la probabilitc des jugements cu matière civile et en matière crimiaelle, 
précedès des regles géuérales du calcul des probabilités ». 
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cale alle svariate branche dell’ industria : la terza non meno 
sapiente delle prime , per ciocché risguarda la sua influenza 
sullo sviluppo delle facoltà mentali , ha poi ricevuta una spe- 
ciale applicazione a tutte le scienze, a tutte le arti , alla mec- 
canica industriale, alla tecnologia, onde é divenuta la con- 
dizione principale di ciocché dicesi civiltà del Secolo XIX. 
Lo svariato movimento delle macchine , sia per forze brute, 
sia per quella delle animate: la costruttura di tutti gli ele- 
menti di questo movimento e delle loro dimensioni , secondo 
le resistenze che debbono vincere ; i limiti di tutte le forze 
e sopratutto di quella del calore in tutt’ i prodotti industria- 
li; le calcolazioni di tutt’i fenomeni naturali soggetti a mi- 
sura ; tutte queste cose hanno ricevute dalla nuova lingua al- 
gebrica delle forinole speciali scritte col linguaggio del siste- 
ma metrico, che il dotto intende e che l’ignorante, senza 
comprenderne il magistero , sa impiegare senza rischio , sol 
che sia stato istruito del facilissimo modo di leggerle; lad- 
dove le formole dell’antica geometria e della geometria car- 
tesiana rimangono sempre ascose a quelli che non ne sanno 
penetrare il senso. 

In questo stato di cose la quistione se l'istruzione gene- 
rale nelle matematiche debba esser fatto coll’ antico o col 
nuovo sistema, può esser cosi formolata. « Vorremo avere 
« degli artefici istruiti, degli stabilimenti industriali, de’ gio- 
ie vani attivi che a larga mano dirigonsi per le svariate vie 
« dell’industria animatrice della pubblica e della privata for- 
ce tuna; e vorremo, oltreacciò, avere de’ giovani che nello 
« studio delle diverse professioni ritirino dalle matematiche 
« quel Vantaggio che solo può loro promettere l’ analisi mo- 
te derna? O pure vorremo contentarci di quella instruzione 
t< che parla solo all’ intelletto , che dirigesi a pochi perché 
« pochi possono seguirla , e che rimane inoperosa e vaga , 
<( com’era quella de’ nostri maggiori? » 
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La risposta leggesi in quell'apotegma. « Nisi utile est quod 
« facimus stulta est gloria. » Sia pure serbata ogni venera- 
zione alla geometria antica ed all’analisi cartesiana: ed io 
che nella prima mia età ho studiato questi metodi , protesto 
che quante volte ho meditato le gravi opere scritte con quel 
linguaggio , tante volte ho dovuto ammirare la profondità e 
la eleganza di que’ metodi, comechè mancanti di quella ge- 
neralità tutta propria dell’analisi numerica. Epperò è indi- 
spensabile che queste branche delle matematiche siano stu- 
diate da quelli che aspirano all’alloro geometrico. Ma quelli 
che debbono studiare le matematiche per gli svariati usi so- 
ciali, non è più ragionevole che le studiino con quello stesso 
linguaggio col quale debbono leggerne i risultamenti? Non 
sarebbe egli un perder tempo, una inconsiderazione lo stu- 
diare un linguaggio che poi si dee abbandonare per intra- 
prendere lo studio dell’altro linguaggio analitico eh’ è il solo 
col quale sono esposte le nostre scienze , la fisica , la mecca- 
nica, la geodesia , la tecnologia? E non è più ragionevole e 
vantaggioso il cominciare e il proseguire lo studio matema- 
tico con questo solo? 

Ed ecco messo in chiaro lo scopo che io mi sono prefisso. 
Ecco perchè ho pensato che sarebbe tornato assai vantag- 
gioso l’ offrire alla studiosa gioventù un libro che contenesse 
tutti gli studi elementari della geometria esposti col solo lin- 
guaggio analitico-numerico , e tanto più utile se tutta la 
scienza uscisse da un solo principio come un fiume dalla sua 
sorgente. Poiché meco mi maravigliava che, mentre in poco 
più di mezzo secolo tanto si è fatto per allargare i confini 
delle scienze matematiche e per perfezionarne il linguaggio 
e i metodi , niun miglioramento poi non erasi neppure ten- 
tato per dare alla istruzione elementare un andamento più 
semplice e più atto a’ progressi della scienza ed alle sue mi- 
rabili applicazioni alla industria. Epperò volli accingermi a 
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questo lavoro di cui questo libro è il risultamento. Io non 
fio la presunzione di credere che ne ho conseguito nel mi- 
glior modo lo scopo prefìssomi : spetta all’ imparzialità de’ 
veri dotti questo giudizio. Ma questo mio lavoro è pur qual- 
che cosa, se esso potesse farne sorgere un altro più semplice 
e più perfetto ; e più di tutto se potesse contribuire ad allar- 
gare l’insegnamento elementare delle matematiche, e ren- 
derlo comune a tutte le professioni, e sopratutto a quelli che 
si danno all’esercizio delle arti ed allo studio della tecnolo- 
gia. Se a tutto questo io potessi sperare di aver data una 
spinta con questa mia operetta, sarei abbastanza compensato 
delle mie fatiche , e di non aver disprezzala la prima idea 
che mi si affacciò al pensiero. 

Dopo tutte le cose premesse, pare che possa conchiudersi 
che nè io abbia tentato cosa inutile, perchè nuova; nè che 
sia stato mio pensiero rinvilire gli studi geometrici finora in 
uso ; poiché il solo scopo che mi sono prefisso è stato quello 
di rendere gli studi elementari della geometria più brevi, più 
piani e più atti alle applicazioni che le matematiche hanno 
ricevute a’ tempi nostri. 

Pertanto passo a dare una breve sposizione del cammino 
per me seguito. Sulle prime per mezzo di definizioni e di 
alcune elementari considerazioni ho esposto il linguaggio 
geometrico : e dalla natura delle linee trigonometriche, con- 
siderate come rapporti al raggio di un cerchio qualunque , 
ho conchiuso la costanza di questo rapporto per uno stesso 
arco, comunque varii il raggio : ed ho voluto analizzare que- 
sto principio fondamentale della mia analisi in vari modi. 
Applicato questo principio ad un triangolo qualunque diviso 
in due triangoli rettangoli con una perpendicolare abbas- 
sata da uno de’ suoi angoli sul lato opposto, ne ho dedotta 
la mia equazione cardinale la quale è la nota formola fra’ cin- 
que elementi di un triangolo rettilineo , i tre lati e due an- 
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goli. E da questa formola ho fatto uscire, con delle debite 
ipotesi e in una maniera tutta elementare, i teoremi della 
geometria piana , della trigonometria rettilinea e sferica, e 
della geometria sferica: ed ora appoggiandomi a’ teoremi di- 
mostrati , ora, ricorrendo anche direttamente alla medesima 
formola cardinale, ho cercato di stabilire le primordiali ve- 
rità della geometria solida. 

Quelli che leggeranno quest’opera vedranno che non so- 
lamente io non ho trascurato alcuno de’ teoremi riportati 
nelle opere geometriche più stimate; ma sono anche giunto 
a de’ nuovi teoremi de’ quali ho indicato l’uso (a) ; e una nuo- 
va formola del Franchini vedesi essere una conseguenza del 
primo di essi (pag. 79). Siccome pure varie forinole spe- 
ciali del Legendre sono divenute una conseguenza di sem- 
plici svolgimenti della mia formola cardinale ( b ). Ho dedotto 
pure della mia formola fondamentale delle nuove relazioni 
(per quanto è a mia conoscenza) intorno a’ parallelogram- 
mi (c). Ho fatto dipendere tutta la teorica delle parallele dal 
principio che due rette sono parallele quando sono entram- 
be perpendicolari ad un’altra (d), e non solo ho mostrato 
come la teorica delle parallele può discendere facilmente 
dalla nuova formola cardinale (e) ; ma ho voluto pure far 
uso del comune linguaggio geometrico (f). Un’analisi de’ 
triangoli poggianti sulla stessa base ci ha dato il mezzo di 
generalizzare il teorema 21 del 1° Libro degli Elementi di 
Euchide (<?). 


(a) Pag. 79 (2) e (*) ; pag. 124, 125, 126. 

(4) Pag. 77 e 78. 

(c) Pag. 40 e 41 n° 49; pag. 53 da riga 11; n° 59; pag. 53 a 56. 

(d) N" 46 pag. 36 e 37. 

(e) Pag. 3g (*). 

(/) N " 47 pag- 37 , 38 e 3g. 

( s ) l’ag. 5o e 5i n" 67. 
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L’equazione fondamentale mi ha data una nuova e gene- 
ralissima analisi del tetragono iscrittibile nel cerchio (a) , 
della quale fanno parte due teoremi dimostrati dal Legen- 
dre ( b ), il primo de’ quali è il celebre e noto teorema di To- 
lomeo. Precedono alla iscrizione e alla circoscrizione de’ po- 
ligoni regolari nel cerchio alcuni teoremi sul cerchio iscritto 
e circoscritto al triangolo, l’analisi del tetragono iscritto nel 
cerchio , e quella di un cerchio circoscritto o iscritto ad un 
poligono regolare (c). Segue la teoria della iscrizione e cir- 
coscrizione de’ poligoni regolari nel cerchio ( d ), la quale di- 
pende da una sola equazione (e) determinata colla nostra 
equazione cardinale: e da questa stessa equazione ho fatto 
dipendere il teorema che i poligoni iscritti e circoscritti han- 
no per limite il cerchio, crescendo i primi e diminuendo i 
secondi come cresce il numero de’ lati ( f ) ; della (piale con- 
siderazione mi sono servito per indicare il modo da deter- 
minare il rapporto della circonferenza al diametro ( g ). E si 
noti che in queste ricerche mi sono sempre tenuto fra gli 
strettissimi limiti degli elementi, poiché, avendo supposto (h) 
negli allievi la cognizione della sola parte elementare dell’al- 
gebra, non poteva ricorrere alle serie de’ seni, de’ coseni o 
della tangente in funzione dell’arco e reciprocamente. 

Dopo di aver trasformata la equazione cardinale fra’cin- 
que elementi del triangolo sferico (i), ho da questa fatti di- 
scendere con uno svolgimento continuo tutt’i teoremi della 


(a) Pag. 117 n.° iòj e pag. 126. 

(b) Nella prop. 33 del Libro III e nello Scolio alla medesima. 

(c) Da pag. 111 n.° 126 a pag. 128. 

(cZ) Da pag. 128 a pag. i 32 . 

(e) Equazione (II) pag. 129, 

* (/') Da pag. i 34 a i 35 . 

(g) l’ag. i 3 C e 137. 

(A) Nota (a) pag, 1. 

(i).I’ag. i 58 (F). 
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Trigonometria e Geometria Sferica e molli teoremi della Geo- 
metria Solida (a). In tal modo ho data una nuova dimostra- 
zione delle Analogie di Nepero ( b ) , tirandole dalla formola 
fondamentale de’ triangoli sferici. 

In riguardo alla quadratura delle superficie piane (c) io 
non poteva far uso direttamente dalla formola cardinale il 
cui scopo è quello di determinare de’ rapporti fra' lati e gli 
angoli de’ triangoli : ma mi sono servito di questa tutte le 
volte che bisognava determinare qualcheduno de’ cennati 
rapporti ; poiché si conosce che per le quadrature e cuba- 
ture si richiedono de’ metodi sommatorii. Considerando però 
i parallelogrammi come certe funzioni semplicissime delle 
loro basi e delle loro altezze, diversamente da quello che 
ha fatto il Legendre nelle sue note , ho ottenuta la formola 
della sua superficie (d) , e quella del triangolo [e). 

In riguardo a' poligoni ho dimostrato in qual modo po- 
tevansi quadrare (1) : e dippiù ho trasformala la superficie 
di un poligono nel quadrato di un suo lato moltiplicato per 
un coefficiente costante, determinato quando è dato il po- 
ligono (2) ; il quale coefficiente essendosi dimostrato iden- 
tico ne’ poligoni simili (3) n’è risultato il rapporto della su- 
perficie di questi. Il Legendre aveva data una formola senza 
dimostrazioue del triangolo rettilineo in funzione di due an- 
goli di esso e della differenza de’ quadrati de’ Iati ad essi op- 
posti, che io ho dedotta dalla mia equazione fondamenta- 


(a) Da pag. i 58 in avanti. 

( 5 ) Pag. 189 n.° 53 a pag. i 83 . 

(c) Da pag. 100 n.° io 3 a pag. 116. 

(d) 102, io 3 , 104 n. 109, 110, 111, 

(e) Tag. 104 (*). 

(1) Pag. 106 n. n 5 . 

(2) Pag. 106 il. 1 16. 

( 3 ) Pag. 107 c 108. 
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le (1): ed ho di più riportate le diverse formole della su- 
perficie del triangolo secondo i dati di esso (2). 

La prima parte termina col problema trigonometrico , se- 
condo le varie combinazioni di tre dati pel triangolo obbli- 
quangolo e di due pel triangolo rettangolo: ed ho benan- 
che soggiunto 24 problemi su’ triangoli e tetragoni. Termina 
la prima parte colIa.ricerca delle tre radici dell’equazione di 
terzo grado del caso irreducibile per mezzo della trigono- 
metria. 

Mi resta a dir qualche cosa sull’analisi delle quantità e 
de’ rapporti che sogliono considerarsi nella Geometria solida. 
Sul principio aveva concepito il disegno di analizzare il te- 
traedro come elemento nel quale possono decomporsi i po- 
liedri, applicando la mia equazione fondamentale a’ quattro 
triangoli che lo terminano. Infatti, chiamando a, b, c i Iati 
di un triangolo; a, l, l' ; b, l, l"; c, V , l " i rispettivi lati de- 
gli altri tre triangoli, avrei avuto le seguenti dodici equa- 
zioni , tre da ogni triangolo 

«=icos(«, V) +c.cos(rt, c); Z>=« cos (&, a) q-c.cos(i, c); 
c=a cos (e, a) + b cos (c , b) 

(7=ricos(fl, t) +/'cos (a, l 1 ) ; 1 = a cos ( l , «) -f- 1 ' cos (/ , /*); 
/ , =acos(/', a) lcos(l' , [) 

b=lcos(b,l) + l"cos(b,l")-, l—bcos(l, b)+l'cos(l, l")- t 
l" = bcos{l", b)+lcos(l", l) 

r=i'cos(c, l 1 ) -±- 1" cos(c, i") •, /' = c . cos (l 1 , c) + L n cos(l f , V) ; 
/ ,, =ccos(Z' , , c) -p l'cos(l", /'); 


le quali, per l’eliminazione di a fra (1) e (4); di b fra (2) 
e (7) ec., si sarebbero ridotte a sei equazioni. 


(]) Pag. 1 1 1 (*). 
(2) Pag. 110. 
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Ciò posto supponendo abbassata una perpendicolare P dal 
vertice della piramide opposto al triangolo (a, b, c) sul piano 
di questo, e del piede della predetta perpendicolare suppo- 
nendo tirate le perpendicolari p, p' , p' rispettivamente so- 
pra a, b, c, e supponendo congiunto il vertice della piramide 
co’ piedi p, p',p" delle precedenti tre perpendicolari, le tre 
congiungenti p , , ?" sarebbero risultate perpendicolari ad 

a, b, c (63) : e sarebbesi così avuto 

angolo (p , p)= angolo diedro de’ piani (a, b, c) , («,/,/'); 
angolo (p*, f/)=arigolo diedro de’piani (a, b, c), (b, l' , l") ; 
angolo (p", angolo diedro de’piani (a, b, e), (e, V , l"). 


Epperò p=isen(/, a)=F scn(l' , a): 


cos(p, p) sen(p, p) ’ 


e parimente sarebbesi avuto 
p'=lsea{l, b)—V'ytv{l", b)= ■ = 

COS(p',p') 


P 


sen(p', p') 


Continuando quest’analisi si sarebbero avute delle relazioni 
onde esprimere analiticamente tutt’ i determinanti di ogni 
maniera del tetraedro per mezzo de’lati di esso, o per mezzo 
de’ tre lati che si uniscono ad uno de’ suoi angoli e degli an- 
goli piani che i medesimi fanno a due a due, ec.; lo che sa- 
rebbe tornato tanto più utile all’analisi di un solido che ave- 
va tirato a se l’attenzione di Lagrangia e di altri analisti, in 
quantochè quest’analisi sarebbe stata un’applicazione di 
quella stessa forinola da cui era uscita tutta la geometria e 
la trigonometria. 

Ma per più ragioni io ho abbandonata questa via; sulle 
prime perchè io mi era prefisso di evitare le lunghe calcola- 
zioni ; poiché destinava questa opera a tutte le professioni e 
sopra tutto alla massa di quelli che si applicano alla tecnolo- 
gia. Or questa nuova analisi del tetraedro, comunque for- 
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mata da operazioni elementari di algebra , pure doveva di- 
venire lunga e nojosa, sopratulto a quelli che non hanno 
acquistato una grande speditezza nel calcolo algebraico. In 
secondo luogo, dovendo passare dal tetraedro a' poliedri, più 
lunghe assai sarebbero divenute le calcolazioni. Finalmente 
per aver il volume del tetraedro con una formola dipendente 
da’ determinanti di essi, avrei dovuto partire dalla espres- 
sione del medesimo che, non potendo io far uso di metodi 
sommatorii analitici , doveva ritrarre da qualche ragiona- 
mento geometrico indipendente dall’ analisi per me adottata. 

Epperò, avendo io fatto uso esclusivamente della mia for- 
mola per determinare i teoremi della geometria piana e della 
trigonometria , ho creduto meglio ritrarre i teoremi appar- 
tenenti alla geometria solida dalle verità dimostrate , e non 
già a priori dalla stessa formola fondamentale come ho fatto 
pel resto di quest’ opera. E facendone un’ avvertenza alla 
pag. 197 n.° 63 ho mostrato con un esempio come avrei po- 
tuto seguire anche l’analisi diretta, sebbene per un cammino 
più lungo ; poiché in questo numero mi sono servito della 
mia formola fondamentale per dimostrare direttamente un 
teorema di geometria solida. In riguardo al volume della pi- 
ramide , ho determinato la piramide avente il suo vertice al 
centro del cubo, e per base il quadrato che lo termina; la 
quale, essendo la sesta parte del volume del cubo, ha potuto 
determinarsi agevolmente. 

Da ultimo ho soggiunto una breve analisi del tetraedro (a), 
seguendo la idea di Lagrangia (6) ; ma modiflcandone talune 
calcolazioni, onde giungere agli stessi risultamenti per una 
via più breve. 

(a) Da pag. n 5 n.° 102 fino al termine dell'opera. 

{b) Memoria concernente la soluzione di alcuni problemi relativi a’ Trian- 
goli Sferici inserita nel Tom. I del Giornale della Scuola Politecnica. 
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Qualunque sia il merito di questo mio lavoro, niuno po- 
trà negargli quello della brevità e della facillà con cui pro- 
cede l’analisi, faciltà che Io rende atto ad ogni ingegno il 
quale abbia studiati i primi rudimenti dell’ algebra fino al- 
l’equazioni di secondo grado. 
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MOVO SISTEMA 

* '• ^ 

DI STUDI GEOMETRICI 

ANALITIC AMENTE DEDOTTI DALLO SVOLGIMENTO SUCCESSIVO DI UNA SOLA 
EQUAZIONE , AD OGGETTO DI RENDERE t’ INSEGNAMENTO MATEMATICO 
PIÙ GENERALE E PIÙ ACCONCIO ALL’ORDINAMENTO DELLE ALTRE SCIENZE 
E A’ BISOGNI DELL* ODIERNA CIVILTÀ’. 


In tenui Labor. 


PARTE PRIMA 


GEOMETRIA E TRIGONOMETRIA PIANA (a) 


‘ 'V 


* '' 


Prenozioni o linguaggio geometrico. 


1. Prendiamo un libro; noi potremo scorrere sopra di esso lungo 
tre direzioni rettilinee differenti , cioè la sua lunghezza, la sua lar- 
ghezza e la sua profondità o altezza. Queste tre direzioni sono le 
tre dimensioni de’ corpi. Misurando una sola di queste dimensioni 
avremo la linea, nella quale consideriamo la sola lunghezza. E se 
prendiamo in disamina due dimensioni nel tempo stesso , avremo 
la nozione della superficie. Se poi consideriamo insieme le tre di- 
mensioni, avremo l’idea del volume de’ corpi. 

(a) Questa opera suppone in chi dee studiarla la cognizione dell’aritmetica 
e dell’algebra elementare. 

1 
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Chiamiamo punti i termini delie linee. Epperò l’intersezione di 
due linee non può esser che un punto il quale è uno de’ termini co- 
muni all’ una e all’altra. Due superficie non possono segarsi che 
lungo una linea, la quale chiamasi traccia di una di esse sull’al- 
tra -, e questa è uno de’ termini comuni di amendue : due corpi , se- 
gandosi , non possono aver di comune che una superficie. 

Se tra due punti si tirino varie linee, la più breve dicesi linea 
retta o semplicemente retta. Tutte le altre hanno nome di curve. 
Adunque la retta giace egualmente tra’ suoi estremi. 

Se una retta può adattarsi su di una superficie in ogui senso, 
questa superficie dirassi superfìcie piana o piano. Adunque la su- 
perficie piana giace egualmente tra le sue rette estreme. Ogni altra 
superficie diversa dal piano, costituita tra gli stessi limiti, dirassi 
superfìcie curva. 

L’intersezione di due superficie curve qualunque dicesi curva a 
doppia curvatura (a), perchè partecipa della curvatura di en- 
trambe. 

Quando è dato al geometra di esibire geometricamente una retta 
eguale in lunghezza ad una curva , questa dirassi rettificabile. 

Scelta una retta per unità di misura , e divisa iu 10 , 100 ec. 
parti eguali, tutte le rette e le curve rettificabili, riferite all’unità 
lineare, diverranno numeri. 

Si vedrà nelle alte matematiche che vi sono delle curve.perfettamente retti- 
ficabili, e delle altre tali che, sebbene non possa esibirsi una retta eguale perfet- 
tamente a una data curva, pure si può giungere numericamente ad un’ap- 
prossimazione che in tutte le applicazioni non differisce sensibilmente dal vero. 

L’unità lineare del sistema metrico napoletano è il palmo, set- 
temillesima parte del miglio geografico : ed esso riferito al metro è 

(a) Per aver l’ idea della curva a doppia curvatura , prendasi una palla di 
sego o di cera, e un calamaio di ottone, e questo premasi contro la detta pal- 
la, finché vi faccia una sensibile impressione. Adattisi un ferro filalo lungo 
il termine di questa impressione , questo filo indicherà la Torma di una curva 
a doppia curvatura. 

Un filo di ferro disposto a spira sarà anche una curva a doppia curvatura. 
Una curva a doppia curvatura non potrà mai adattarsi su di un piano, come 
una curva a semplice curvatura. 
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metri 0,264550; siccome il metro è palmi 3,78: l’unita geografica 
è il miglio geografico. 

2. L ’ inclinazione scambievole di due linee che s’incontrano di- 
cesi angolo. L’ angolo dunque consiste nel maggiore o minore allon- 
tanamento delle due linee che s’inclinano, e queste diconsi lati del- 
l’angolo. Se le linee formatiti l’angolo sono rette, l’angolo dirassi 
rettilineo, se curve, curvilineo, e mistilineo se una è retta e l’al- 
tra curva (Fig. 1). Il punto, ove le rette s’incontrano, dicesi ver- 
tice dell’ angolo. L’ angolo si nomina con tre lettere , ponendo in 
mezzo la lettera al vertice, come l’ angolo ABC , o pure si dinota 
colla sola lettera al vertice, come l’angolo in B. 

Quando le linee s’incontrano in modo che una di esse, conside- 
rata per rispetto all’altra, non inclina nè più da una banda nè dal- 
l’altra, l’angolo ch’esse formano dicesi retto e le rette una perpen- 
dicolare o normale all’altra. Cosi AE (Fig. 2) è perpendicolare 
a CD se non è più inclinata o verso C o verso D; e CD ad AE. 

Segue da ciò che gli angoli retti sono eguali, come ABC, ABD , 
EBC, EBD, CBA, CBE ec. : epperò che in un punto D non 
possono esistere che soli quattro angoli retti. 

Se poi una retta LB inclina più da una banda che dall’altra 
della retta CD, gli ai sgoli LBC, LBD diconsi olbliqui, e propria- 
mente LBC maggiore del retto ABC dirassi ottuso e LBD minore 
del retto ABD, acuto. 

E chiaro che da un punto B di una retta CD possono tirarsi 
alla medesima infinite obblique LIJ, MM', ma una sola perpendi- 
colare AE. 

L’angolo retto si considera come V unità angolare ; e allora un ' 
angolo qualunque diviso per l’angolo retto diverrò un numero. 

Due angoli possono sommarsi e sottrarsi : cosi l’angolo 

LBC=ABC + ABL Ì e AB L— LBC — ABC. 

Se la somma di due angoli è eguale ad un retto, tali angoli si 
diranno uuo complemento dell’altro; e se due angoli sommali dan- 
no due retti, si diranno l’uno supplemento dell’altro. 

3. Due linee che serbano sempre la stessa distanza tra loro, co- 
munque si prolunghino , diconsi parallele. 
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siano (Fig. 2) FF 1 , CD amendue perpendicolari ad AB : sup- 
poniamo AF'~AF' Ì e die da jF, F 7 sieno innalzate fra esse le 
perpendicolari FC , F'D sulla FF'. Supponiamo che si pieghi la 
figura FCDF' lungo AB in modo che AF' cada su di AF e’1 pun- 
to F' sul punto F ; la F'D cadrà sulla FC perchè egualmente in- 
clinate ad FF ' : e dimostrando lo stesso per le altre perpendicolari 
tirate ad FF 1 tra FF' e CD, ad eguale distanza da AB : ne segue , 
1° che le rette FF\ CD avranno sempre la stessa distanza fra loro 
e saranno perciò parallele, 2° che le perpendicolari fra due rette 
parallele saranno eguali fra loro ; epperò una di esse misurerà la di- 
stanza fra due parallele. 

4. y i la superficie racchiusa da una o più linee dicesi con nome 
generale figura o poligono. Fra le figure piane le più degne di con- 
siderazione sono, il triangolo, il trapezio, il parallelogrammo o 
meglio parallineo , e il cerchio . 

Il triangolo rettilineo è una superficie piana racchiusa da tre 
rette ossia lati. Se i lati sono tutti tre eguali, il triangolo dirassi 
equilatero; se due solamente sono eguali, si dirà isoscele, e chia- 
merassi scaleno se i tre lati differiscono l’uno dall’altro. 

Se un sol angolo è retto il triangolo sarà rettangolo : se un sol 
angolo è ottuso si dirà ottusangolo, e dirassi acutangolo se i tre an- 
goli sono acuti. Adunque in ogni triangolo si distinguono sette ele- 
menti o parti di esso, i tre lati , i tre angoli e la superficie triango- 
lare. Uno de’ lati del triangolo sul quale esso si considera come pog- 
giato suol dirsi base e la perpendicolare abbassata sulla base dal 
vertice dell’angolo opposto dicesi altezza del triangolo. 

Una figura racchiusa da quattro linee dicesi particolarmente 
quadrilatero; e se due soli lati opposti di questo sono paralleli, lo 
diremo trapezio 

Un poligono avrà nome particolare di pentagono, di esagono... 
decagono... dodecagono ec. s’è rispettivamente racchiuso da cin- 
que sei... dieci... dodici lati. L’insieme de’lali di un poligono 
chiamasi perimetro. 

Quando un poligono ha eguali tutt’i lati e tulli gli angoli dicesi 
regolare. 

Tra’ quadrilateri distinguasi il parallineo o parallelogrammo , 
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per lo quale intendono i geometri un quadrilatero i cui lati oppo- 
sti sono paralleli. Vi sono quattro specie di parallinei , il Qua- 
drato eh’ è rettangolo ed equilatero, ossia ha i lati eguali e gli an- 
goli retti ; il Rettangolo eh’ è equiangolo e non equilatero, ossia che 
ha gli angoli retti e non già i lati eguali -, il Rombo eh’ è equilatero 
e non rettangolo, ossia che ha i iati eguali e non gli angoli retti-, il 
Romboide che non è nè equilatero nè rettangolo. La retta che 
unisce due angoli opposti di un parallineo dicesi diagonale o dia- 
metro. Nel rombo e nel romboide, la perpendicolare che si abbassa 
da uno de’suoi angoli sul lato opposto detto base chiamasi altezza 
della figura. 

Il quadrato dell’unità lineare è l’unità di superficie; e allora 
qualunque superficie riierita all’unità quadratica diviene un nu- 
mero. 

L’unità agraria in Napoli è il moggio eh’ è un quadrato il cui 
lato contiene 100 palmi: eppcrb è di 10 mila palmi quadrati. 

5. Il cerchio è una figura piana racchiusa da una curva detta 
circonferenza, i cui punti sono egualmente distanti da un altro pun- 
to preso nel suo mezzo, detto centro. Quelle distanze eguali diconsi 
raggi. La retta che da un punto della circonferenza si tira per lo 
centro al punto opposto della medesima dicesi diametro, e divide 
la circonferenza in due semicerchi: epperò il raggio è un semidia- 
metro. Una parte qualunque della circonferenza dicesi arco, e la 
retta che ne unisce gli estremi , corda. 

La superficie racchiusa tra un arco e la sua corda chiamasi por- 
zione di cerchio o segmento circolare. Quella parte della superfi- 
cie circolare racchiusa tra due raggi e l’arco compreso fra questi, 
dicesi settore circolare. 

La circonferenza del cerchio si considera da’ geometri divisa in 
* 360 parti eguali dette gradii e ogni grado in 60 minuti primi : ogni 
minuto primo in 60 secondi ec. La notazione di un arco, p. e. , di 
45 gradi, 37 primi e 43 secondi è la seguente 45°, 37', 43 ,; . 

I geometri moderni verso il cadere del secolo XVI li divisero la 
circonferenza in 400 gradi; ogni grado in 100 primi; ogni primo 
in 100 secondi ec. ; lo che costituisce la divisione decimale della 
circonferenza di cui trovasi fatto uso nella maggior parte delle 
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opere pubblicale dalla line del secolo trascorso fin oggi. In questi 
clementi noi adotteremo la divisione antica. 

La quarta parte della circonferenza dicesi quadrante, il quale c 
stato adottato da’ geometri per unità degli archi. £ allora un arco 
qualunque riferito al quadrante diviene un numero. Cosi l’arco 

30 1 , 

di 180° c rappresentato da 2; l’arco di 30° da — =-; l’arco di 

yo o 


10°, 5' da 


10», 5' _ 605 
~‘J0 5400 


( riducendo tutto a minuti primi ). Un 


angolo che ha il suo vertice al centro di un cerchio dicesi angolo 
al centro , siccome angolo alla circonferenza quello il cui vertice 
è ad un punto qualunque della circonferenza. L’angolo BOB è al 
centro, e DLB , DLMe c. (Fig. 3) sono angoli alla circonferenza. 

Se una retta A TC incontra la circonferenza circolare in un pun- 
to 2% dicesi tangente del cerchio, e il punto T dicesi ponto di con - 
tatto. £ se dal punto di contatto T si tiri una corda TB ; questa 
dividerà il cerchio in due segmenti TPB , TDLB , i quali rispetto 
alla tangente TC , TA diconsi alterni rispettivamente. 

Se LO T è un diametro, ciascheduno degli angoli LNT , LBT , 
j LmT ec. dirassi fatto o iscritto nel semicerchio, siccome l’angolo 
BDL , BTL ec. si dirà fatto nel segmento BTDL maggiore del se- 
micerchio, e l’angolo BML avrà nome di angolo iscritto nel seg- 
mento BLM minore del semicerchio. 

Se un poligono avrà tutti i suoi lati tangenti alla circonferenza 
di un cerchio, si dirà poligono circoscritto al cerchio, e questo 
iscritto nel poligono. E se i vertici degli angoli di un poligono sa- 
ranno sulla circonferenza del cerchio, il poligono si dirà iscritto 
nel cerchio , e questo circoscritto al poligono. 

Nel poligono regolare iscritto in un cerchio, la perpendicolare 
abbassala dal centro su di uno de’ lati dicesi apotema ì e la diffe- 
renza del raggio e dell’apotema, saetta. 

6. Se concepiscasi una retia2M(Fig. 4)(issa al puntoli, e coll’altro 
A girare intorno alla circonferenza AKCBA , finche ritorna nel pun- 
to d, essa prenderà nel cerchio tutte le posizioni , B C , BK, BC... 
le quali faranno colla BA gli angoli ABC, AB E, ABC. . c poiché 
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questi angoli crescono come crescono gli archi AC', AK , AC. . , 
frapposti fra’ suoi lati, perciò i geometri si sono serviti degli archi 
per misurare gli angoli , comechè gli archi e gli angoli sieuo delle 
grandezze eterogenee fra loro. Cosi se l’ arco AC 1 , per es. , com- 
prende 40° ossia 40 delle 360 o 400 parti eguali nelle quali si è 
supposta divisa la circonferenza , di altrettanti gradi essi stimano 
P angolo ABC'\ epperò essi dicono che l’angolo retto sia di 90 1 o 
100°" r - Ma questo linguaggio suppone una tacita proporzione da 
essi instituita: così quando dicono eh’ essendo AE di 40°, di altret- 
tanti gradi è l’angolo AB E, intendono dire in effetto che l’angolo 
ABE ha tante parti di tutti gli angoli fatti in B supposti divisi 
pure in 360 o 400 angoletti eguali, quante parti dell’intera cir- 
conferenza divisa nello stesso numero di archetti eguali contiene 
l’arco AE. Epperò quella eterogenità scomparisce, poiché nel ri- 
ferire quelle due quantità eterogenee, gli angoli e gli archi corri- 
spondenti , alle rispettive loro unità , si considera la sola identità 
de’ numeri da’ quali quelle due ragioni sono espresse. Adunque di- 
remo che la misura di un angolo è il numero de’ gradi dell’arco 
descritto tra’ suoi lati, prendendo il suo vertice per centro e un 
raggio qualunque. 

7. Essendo arbitrario il raggio a cui può riferirsi un dato arco, ne 
segue che un arco qualunque a riferito successivamente a’ raggi r, 

a 

r', r"... debba esprimersi per via del rapporto costante — . Poiché 

supponiamo che la lunghezza dell’arco a riferito al raggio r divenga 

a # __ a! 

a 1 rispetto al raggio r 1 ; se potesse essere - differente da — , una 


stessa quantità potrebbe avere diverse espressioni ^ lo clic è impos- 
sibile. Adunque uno stesso arco n riferito a’ raggi r, r', r". . . darà 

. Epperò gli archi che misurano uno stesso angolo 

r r 1 r 11 

sono proporzionali a’ raggi a’quali essi si riferiscono. 

8. Siano (Fig.4) A, A' due angoli differenti che si dispongano come 
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ABCzrzA, ABE—A' e siano situali al centro B di uno stesso cer- 
chioodi cerchi uguaJiisat.^^^, ^=^^1 

epperò A l A'=a l a'. Cioè in cerchi eguali gli angoli sono come 
gli archi su’ quali poggiano (a). 

Quindi se pel centro B (Fig. 4) s’intendano tirati due diametri 
perpendicolari tra loro AP , RK, i quattro angoli ABR , RBP , 
PBK , KB A come i quattro archi AR , RP , PK, KA saranno ri- 
spettivamente eguali, fra loro-, gli angoli, retti-, e gli archi, qua- 
dranti. 

E poiché tutta la circonferenza si considera divisa in 360° o 
400r- , secondo la divisione antica o moderna, ne segue che il qua- 
drante e però l’angolo retto dicesi di 90° o di 100° r - Per questa ra- 
gione la divisione moderna dicesi centigrada, da che l’unità ango- 
lare ossia l’angolo retto è diviso in 100 gradi. 

Epperò sarà complemento a=90— -a; compì. (90 + «)= — 
Supplemento a=180— a; suppl. (90 + a)=90— a: 
Suppl. (a — 90) =270 — a. 

Nel sistema centigrado i gradi e i minuti si possono scrivere alla 
maniera di decimali ; poiché i gradi sono parti centesime del qua- 
drante ossia dell’unità angolare, i minuti primi sono parti centesi- 
me del grado epperò 10 millesime del quadrante, e cosi procedendo 
innanzi. Sicché indicando il quadrante con q posto a modo di espo- 
nente sopra 0, 1 , 2 ec., se si dovesse, per es., scrivere 73* r -, 27', 
9", si scriverà 0’, 732709; e un arco di 13o^ r - 9', 71", si scrive- 
rà 1% 350971. 

9. Una retta dicesi perpendicolare ad un piano allorché è perpen- 
dicolare a tutte le' rette che passano per lo punto in cui detta linea 
incontra il piano. Questo punto dicesi piede della perpendicolare. 

Una retta dicesi parallela ad un piano quando non può incon- 
trarlo , comunque l’una e l’altro si prolunghino. 

• 

(a) La dimostrazione per gli archi incommensurabili potrà vedersi in tutte 
le geometrie elementari moderne. 


Digitized by Google 



— 9 — 

L’angolo che fanno due piani dicesi angolo diedro, e la retta 
nella quale i detti piani s’incontrano dicesi canto o spigolo o lato 
o costola. 

Lo spazio angolare indeterminato compreso fra più di due piani 
dicesi angolo solido. 

Un corpo terminato da più facce piane dicesi in generale polie- 
dro, e specialmente poi tetraedro... esaedro... dodecaedro... ico- 
saedro ec. se è rispettivamente terminato da quattro... sei... dodi- 
ci... venti facce. 

Se le facce che terminano un corpo sono tutti poligoni regolari , 
cioè o triangoli equilateri , o quadrati , o pentagoni regolari , il 
corpo dirassi poliedro regolare. E vedremo che cinque soli possono 
essere i poliedri regolari, il tetraedro regolare terminato da quat- 
tro triangoli equilateri , V ottaedro regolare terminato da otto 
triangoli equilateri, V icosaedro regolare terminato da venti trian- 
goli equilateri , l’ esaedro regolare ossia il cubo terminato da sei 
quadrati , e’1 dodecaedro regolare terminato da dodici pentagoni 
regolari. 

11 tetraedro è il poliedro più semplice, poiché tre piani che s’in- 
contrano lasciano sempre un voto. 

La piramide è un corpo che ha un poligono qualunque per ba- 
se ed è terminato da triangoli laterali che hanno per base i lati di 
questo poligono e i cui angoli al vertice si uniscono in un punto 
detto vertice della piramide. E dicesi piramide triangolare o te- 
traedro , piramide quadrangolare ec. secondocliè la sua base è 
un triangolo, un quadrilatero ec. L’altezza della piramide è la 
perpendicolare che cade dal suo vertice sulla base. 

Il prisma è un corpo le cui basi superiore e inferiore sono due 
poligoni qualunque eguali e paralleli , e lateralmente è racchiuso 
da’ parallelogrammi i cui limiti superiore e inferiore sono i lati delle 
due predette basi. Sé le basi sono triangoli , il prisma dicesi trian- 
golare. La superlìcie intera del prisma è la somma delle basi e de’ 
parallelogrammi laterali ; e la superficie convessa è la sola somma 
de’ parallelogrammi laterali. L’altezza è la perpendicolare che da 
un punto della base superiore scende sulla inferiore, e quando essa 
è lo stesso lato, il prisma diccsi retto. 
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11 prisma che ha per base un parallelogrammo dicesi parallele- 
pipedo, il quale sarà rettangolo quando tutte le sei facce saranno 
rettangoli, e quadrati come il cubo. La retta che unisce i vertici di 
due angoli solidi non adjacenti di un poliedro dicesi diagonale. 

10. La sfera è un corpo terminato da una superficie curva i cui 
punti sono tutti egualmente distanti da un punto interno detto cen- 
tro. Ciascheduna di queste distanze dicesi raggio , e chiamasi dia- 
metro o asse una retta che passa pel centro e termina da ambe le 
parti alla superficie della sfera. 

E chiaro che i cerchi i quali passano per lo centro sono cerchi 
massimi i cui raggi sono eguali al raggio della sfera, e che gli altri 
cerchi che non passano per lo centro sono cerchi minori, i quali varia- 
no di raggio come più o meno si allontanano dal centro della sfera. 

Un punto della superfìcie sferica equidistante per un arco di cer- 
chio massimo da tutt’ i punti di una circonferenza dicesi polo di 
questa. 

Dicesi triangolo sferico una parte della superficie sferica rac- 
chiusa da tre archi di cerchio massimo } e negli stessi casi del trian- 
golo rettilineo il triangolo sferico può essere equilatero, isoscele, 
scaleno, rettangolo e obliquangolo. 

Una parte della superficie sferica racchiusa da più di tre archi 
di cerchio massimo dicesi poligono sferico. 

Il fuso sferico è la porzione della superficie sferica compresa 
fra due cerchi massimi che si segano in un diametro comune. 

Chiamasi cuneo o unghia sferica la parte della sfera a cui il fuso 
serve di base. 

Chiamasi piramide sferica la parte della sfera che ha il suo ver- 
tice al centro, e la sua base è un poligono sferico. 

Dicesi zona sferica la parte della superficie sferica compresa tra 
due cerchi paralleli , o tra un polo e un suo cerchio. 

Il segmento sferico è la parte della sfera terminata da un cer- 
chio che gli serve di base e da una zona , o pure che è terminata 
da due cerchi paralleli e dalla zona tra essi racchiusa. L’ altezza 
della zona e del segmento è la distanza de’ due piani paralleli , uno 
de’ quali può esser rimpiazzato dal polo dell’altro. 

11. Dicesi cilindro retto jl -volume generato dalla rivoluzione di 


( 
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mi rettangolo intorno ad mio de’ suoi lati. Questo lato dicesi asse del 
cilindro ed è la sua altezza. La superfìcie intera si compone dalla 
superficie laterale e da’due cerchi superiore e inferiore. E la sola 
superficie laterale dicesi superficie convessa. 

Dicesi cono retto il volume generato dalla rivoluzione di un 
triangolo rettangolo intorno ad uno de 7 suoi catetti. Questo catello è 
l’asse del cono, ed è la sua altezza: l’altro caletto genera il cerchio 
della base e’1 vertice del triangolo dicesi vertice o centro del cono. 

Se consideriamo una retta obbliqua al piano di un cerchio, la 
quale menlr’è fissa in uno de’ suoi estremi, scorre coll’altro lungo 
la circonferenza di questo cerchio, essa genererà il cono obbliquo, 
in cui l’asse, ossia la retta che passa per lo vertice del cono e il 
centro del cerchio, è diverso dall’altezza eh’ è la perpendicolare 
abbassata dal predetto vertice sul piano del cerchio. Se la stessa 
retta si muova parallelamente a se stessa lungo la circonferenza, 
genererà il cilindro obbliquo. La superficie laterale insieme col 
cerchio della base forma la superfìcie intera, e la sola superficie 
laterale forma la superficie semplice del cono. 

12. Le lettere usate dagli analisti , come simboli delle quantità , 
sono o costanti o variabili. Le costanti hanno un valore determina- 
to, anche che questo fosse ignoto, come sono le radici di un’equazione 
determinata, primaccliè sia essa risoluta. Le quantità variabili poi 
possono ricevere un numero indefinito di valori compresi o no tra 
certi limiti. Cosi la lunghezza di 100 palmi , per es., è una quantità 
costante ; ma volendo prendere lungo di essa una grandezza qua- 
lunque maggiore di 0 e minore di 100, questa grandezza sarà va- 
riabile tra’iiiniti di zero e di 100 palmi. Le costanti sogliono dino- 
tarsi colle prime lettere dell’alfabeto, e le variabili colle ultime. 

Se tra le variabili x, y e le costanti a , b esiste l’equazione 
x "L a —y b, dovrà essere x ~y ea — b: nc può considerarsi que- 
sta come un’equazione algebraica. Infatti posta la detta equazione 
sotto la forma y — x — «=0, per la natura delle quantità varia- 

bili possiamo supporre y=0 , ,r=0 ; onde risulterà b—a—0 epperò 
b=za: j>er cui la data equazione diverrà .r + a—y -p o, cioè x —y(n). 

(a) Facilmente si comprenderà che nell’ipotesi di x , y variabili, l'equa > 
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# x y b 

Sia ny~bx e siano n, Zi costami, x, y variabili*, si avrà — =— . 

x a 

Or due quantità possono sèmpre variare e conservare intanto lo 


b nb 

stesso rapporto; poiché la ragione ~= — ove n può ricevere qual- 


y b 

siasi valore , adunque l’ equazione - = - regge nell’ ipotesi pre- 

x a 


sente, quantunque y e x siano variabili e a, b costanti. 

b b' 

Se si ha un’equazione della forma — x~ — y tra le variabili 

x, y ì e le costanti o, b , a*, Zi*; questa equazione non può reggere 

b b' , , . b V 

altrimenti che facendo x=y, — = Infatti — , sono due ra- 

J ’ a a! " - « ' 


a a' 


gioni le quali possono rimanere identiche per un numero indefi- 
nito di valori assoluti delle costanti a, Zi, a', Zi'. E di più facendo 
x=y , queste quantità non perdono la natura della variabilità, 
potendo esse avere un valore qualunque sotto la sola condizione 
della loro identità. 

13. Una variabile dicesi funzione di un’altra quando è espressa 
analiticamente per mezzo di questa e delle costanti ; in modochè , 
come questa varia, cosi varia la funzione. Così nell’ equazioni 
a 

y—a-\-x\y—ax\ l y=— ec. la y dicesi funzione della variabi- 
x 

le x. Così noi diciamo che lo spazio corso da un mobile animato 
sempre dalla stessa velocità , è funzione del tempo, perchè varia 
come varia il tempo. Così nell’orologio la sfera de’minuti in due 
ore descriverà due volte la circonferenza dell’orologio: epperò, es- 
sendo la stessa la velocità della sfera de’minuti, lo spazio descritto • 

zione x-*-a=y-*-b non è algebraica. Infatti se potesse non essere a — b , 
suppongasi a—b-\-%, sarà a — b — + 8, epperò l’ equazione y — x— a — b 
diverrà^ — *=;+ 5; lo clic ripugna generalmente colla natura delle quan- 
tità variabili enunciata quassù : adunque sarà a—b epperò x—y. 
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dalla medesima è funzione del tempo , cioè dipende dal tempo. 
L’ espressioni y= fx , yz=yx , y— Fx , y—ix ec. esprimono che 
la y è funzione della .r ; cioè che tra la variabile a- e la funzione^ 
vi è una relazione tale che questa varia come varia quella. 

l!k Sia ACB (Fig. 5 n.° 1) un angolo del triangolo ACB: sup- 
pongasi descritto col centro C vertice dell’angolo e col raggio CB, 
eguale ad uno de’suoi lati, l’arco BE fino all’incontro E coll’altro 
lato CA : quest’arco riferito al raggio CJi misurerà l’angolo C. 
Di poi da B si supponga abbassata su di AC la perpendicolare BM : 
questa si dirà seno e la CM coseno dell’arco BE o dell’angolo BCA 
per rispetto al raggio CB. Per la stessa ragione la BM si dirà seno 
e la AM coseno dell’arco BD ossia dell’angolo BAC per rispetto 
al raggio AB. Adunque il seno di un angolo C o dell’arco BE 
che lo misura è la perpendicolare BM abbassata da uno degli 
estremi B sul raggio CE che giugne all’altro estremo E del me- 
desimo arco. E il coseno CM dello stesso arco BE è la parte del 
raggio CE compreso tra il centro C e’I piede del seno. Se a indica 
un arco, l’ espressioni sen a, cos a si leggeranno, seno di a, cose- 
no di a. « - 

15. Segue da ciò che se in un triangolo CBA si abbassi del vertice 
di un angolo B la perpendicolare BM sul lato opposto AC prolun- 
gato se bisogna (Fig. 5 n.° 2°), questa stessa sarà seno dell’ango- 
lo C (n.° 1° e n.° 2°) per rispetto al raggio BC: e sarà seno del- 
l’angolo A per rispetto al raggio eguale al lato BA. Il segmen- 
to CM ( n.° 1° e n.° 2° ) poi adjacente a C sarà il coseno dello 
stesso angolo C per rispetto al raggio BC', e l’altro AM adjacente 
ad A sarà il coseno dell’angolo A per rispetto al raggio Ai?. 

Dalla definizione del seno segue che come varia l’arco AE , AB... 
(Fig. 6) cosi varia pure il seno; che il minimo valore del seno, al 
punto A ove l’arco è zero, è anche zero; laddove il massimo va- 
lore del seno sarà CD o il raggio : onde sarà senOssO, sen 90=r, 
in cui r dinota il raggio. 

£ dalla definizione del coseno segue che questo è CA ossia r al 
punto A ove l’ arco è zero : indi comincia a diminuire come cresce 
l’arco, essendo cos AE=zCm; cos AB—Cn , finche divenuto l’arco 
un quadrante risulterà cos 90=0. Adunque tra gli stessi limiti il 
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seno e ’1 coseno crescono e diminuiscono in ordine inverso cioè 
sen0=0 e cos 0 =r; scn90=r e cos 90=0. 

Siano Em—$cnAE, EI=senED: e poicliè le due rette IC , E/n 
sono ambe perpendicolari alla stessa AC , saranno parallele 5 e inu- 
la stessa ragione sarà Cm parallela ad £/, epperò Em— CI (3) \ 
ossia sen AE — cos ED ; ma ED— 90° — AE ; adunque general- 
mente sena =cos (90 — a). Per la stessa ragione sarà C/n=IE; 
ossia cos AE=sen (90 — AE ); cioè cosa=sen(90 — a). 

16. Se da un punto A(Fig. 6 ) di una circonferenza circolare si tiri 
il raggio AC sul quale si supponga elevata la perpendicolare AT in- 
determinata , questa sarà la tangente geometrica del cerchio. Se poi 
si tirino a volontà degli altri raggi CE, CB i quali si prolunghino 
fino all’incontro colla AT ne’punti P , T , le rette AP, AT. .. si 
diranno tangenti trigonometriche rispettivamente degli archi AE , 
AB. . . Sicché la tangente trigonometrica di un arco è la parte 
della tangente circolare tirata da un estremo del medesimo arco 
e limitata dal raggio tirato dall’ altro estremo e prolungalo fino 
all’ incontro colla tangente. 

17. Le rette CP, C T prolungate fino alla tangente diconsi seganti 
degli stessi archi AE, AB rispettivamente. La segante e la tan- 
gente di un arco diconsi cosegante e cotangente rispettivamente del- 
l’arco complemento: epperò sarà DM— cotangente di AB -, e CM 
cosegante di AB ; cioè 

sega=eoseg(90 — a); tanga=cot(90 — a); 
cosega=seg(90 — a); cota=lang(90 — a). 

Finalmente le rette Am, An , differenza tra il raggio e i coseni 
rispettivi degli archi AE, AB, diconsi seni versi de’ medesimi archi. 

18. Andiamo a dimostrare col solo ajuto dell’analisi che la for- 
ma analitica di una linea trigonometrica qualunque è rfy , in cui r 
indica il raggio del cerchio, ej'fb una funzione dell’arco $ a cui 
si riferisce detta linea trigonometrica. E ne daremo vàrie dimostra- 
zioni. 

1.* Poiché i diversi archi AB, AE... (Fig. 6 ) di uno stesso cer- 
chio hanno differenti seni Bn, Em..., differenti coseni Cn, Cm..., 
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differenti tangenti A T, AP . . . , differenti cotangenti, seganti, coseganli 
seni versi, ne segue che, come variano gli ardii di uno stesso cer- 
chio , cosi pure varieranno le loro linee trigonometriche. Epperò 
le linee trigonometriche di differenti archi riferiti allo stesso rag- 
gio sono funzioni deir arco. 

Sicché notando con r il raggio del cerchio e con l una certa li- 
nea trigonometrica di un arco qualunque a ? , sarà l—ff : ma poi- 
ché l e ^ sono quantità eterogenee , per ristabilire l’omogenilà , si 

farà - ; onde sarà l—rff. Epperò variando il solo raggio, 

con chiamarlo d , sarà l'—dfy , onde l ; l'—r * d . 

2. a Se col vertice C dell’angolo RCK (Fig. 6) si descriveranno 
con diversi raggi CA , CK... gli archi A E, KN... compresi tra’lati 
dello. stesso angolo RCK , e si prenderanno i seni Em , IV//..., i co- 
seni Cm ì CH~., le tangenti AP , KR... ec. ec., si osserverà che 
uno stesso angolo RCK ha differenti linee trigonometriche corri- 
spondenti a’ differenti raggi co’ quali sono descritti gli svariati archi 
. che misurano lo stesso angolo. Adunque varia il valore assoluto 
delle linee trigonometriche di uno stesso angolo come varia il rag- 
gio a cui si riferiscono gli archi che lo misurano -, epperò ne segue 
che i valori assoluti delle linee trigonometriche di uno stesso arco 
riferito a differenti raggi si possono generalmente considerare co- 
me fimzioni de’ raggi: cioè l=Fr. 

Vediamo come dee interpetrarsi questa equazione. Poiché l ed r 
sono quantità omogenee, cerchiamo di esprimere la forma della Fr. 
Questa o potrebbe essere l~a +pr , o l—mr ì in cui p ed m sono 
de’cofficienti che da qui a poco impareremo a determinare. Sotto 
la prima forma l~a + pr , o a dipende, da r o n’è indipendente. 
Non può essere a indipendente da r, perchè fatto r=0, risultereb- 
be l—a , e però l indipendente da r; lo che è assurdo, poiché quassù 
abbiamo detto essere r=Fr: d’altronde quando r=0 non esiste nè 
cerchio nè arco nè linea trigonometrica di sorta alcuna. Adunque 
anche che potesse reggere l’equazione l=a +pr, Po dovrebbe di- 
pendere da r, cioè dovrebbe essere azzffrz^nr. Allora l’equazio- 
ne l=a + mr diverrebbe l=nr-\-pr=(n p)r=mr; ma da cioc- 
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che quassù abbiamo detto si vede chiaramente che dovrà esser 
«=0, affinché possa reggere la condizione di 1=0 quando r=0. 
Adunque generalmente la forma di una linea trigonometrica appar- 
tenente ad uno stesso arco riferito a varii raggi sarebbe l—mr. 

. I 

Dico ora che m ossia - è costante , comunque varii il raggio , 
r 

l 

per uno stesso arco. Infatti abbiamo -~m; e prendiamo un al- 


irò raggio R , in modo che sia R—nr , sarà r= — ; ed essendo 

„ mR x l mR R 

lz=mr. saia l— ; eppero - = . — —m, rapporto ìden- 

n r n n 

tico a quello di l riferito al raggio r. Adunque, qualunque sia il 
raggio, il rapporto delle linee trigonometriche di uno stesso arco al 

. . I V 

raggio è costante : cioè - = costante , — = costante ; eppero 
r R 


l ; l'—r ; R ; cioè le linee trigonometriche di imo stesso arco 
sono proporzionali a’ raggi a 1 quali l’ arco si riferisce. 

Adunque le linee trigonometriche sono indipendenti dal raggio ; 
eppero non se ne considera mai il valore assoluto , ma il relativo 
al raggio, che per lo stesso arco riferito a differenti raggi è costante. 

3.* Supponiamo che varii l’arco e’1 raggio, faremo l—f(r. 

Sia svolta questa funzione in serie secondo le potenze ascendenti 
di r ( vedi l’algebra ) la sua forma sarà 

l 

l—rfy -f- r’/'f + ec. ; eppero sarà - =/<p + rf'^ + ec.: ma quan- 

r 

do $ è Io stesso , il rapporto - è indipendente da un dato valore 

di r $ sicché dovranno da questa equazione scomparire tutt’i ter- 
mini ne’ quali esiste r, eppero 

*=/?, ed l=rftii onde l'^r'fy) eppero l l l'—r : r 1 . 
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à. a Esponiamo quale forma potrebbe avere la f(r ì nell’equa- 

zione /==/'(r, <f) , s’essa potesse aver luogo: o potrà supporsi 

l=f(r>*)=fr+fr, 0 /= =/( r 7 ° l ~ mr A- La 

h 

forma e l’altra Z= — sono assurde; poiché suppo- 

nendo r=0, sarà nel primo caso Z=/f, e nel secondo /= oo, men- 
tre che quando è r=;0 non esiste nè arco , nè linea trigonometrica 

di alcuna maniera. La forma l— — è equivalente all’altra 

y? 

I = frF^ — mrF^ con fare — - — Fs? , e fr—mr. Adunque l’unica 

J9 

forma che conviene all’ equazione l—ffr, f) è lz=zmrF^ , nella 
- . 0 

quale, fatto r=0 epperò /= 0, risulta cioè indetermina- 


to: il che mostra che quando è r=0, non può assegnarsi alcun 
arco determinato , come dee essere. Facendo mrzzzR l’equazione 
l=mrFy diverrà l=RF$, come sopra. 

Dall’equazione l=zmrF$ segue che F<$ è un numero cioè un rap- 
porto: infatti essendo F^ eterogeneo da Z e da mr, questa equazio- 
ne non può reggere altrimenti per lo principio degli omogenei che 
l 

sotto la forma Fy — — . Dalla stessa equazione Z==mrF ? si de- 
mr 

duce che m è un numero costante. Che m sia numero si deduce 

dall’equazione m = in cui /, r, F? sono numeri e dipiù lo 
rF $ 

dimostra la forma frazionaria 

rF * 

Che poi questo numero sia costante può dimostrarsi cosi. Sia- 
no r, r' due raggi differenti e ^ imo stesso arco riferito successiva- 
mente a questi raggi. Se m potesse variare col variare del raggio, 

2 
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si avrebbe l—iìu'Ftf , VzsniFF^. Questa seconda equazione dee 
esser tale che fatto r—r 1 dee risultare identica alla prima, epperò 
l—l', poiché Ff e r sono gli stessi nelle due equazioni. Sicché le 
due predette equazioni diverranno l = mrFf , l = m'rF<f ì la identità 
delle quali dà intuitivamente Adunque m è una quantità 

costante. Epperò avremo l=mrF ^ , l^zmr , F<$ ì supponendo che 
variino i soli raggi 5 onde sarà l * P = r : r 1 . Sicché la sola forma 
che può prendere una linea trigonometrica é l=rj\. 

19. Sia l una linea trigonometrica qualunque riferita al raggio lj 
se la stessa si vorrà riferire al raggio r, sarà 1 * r—l l ri. Adunque 
una linea trigonometrica l per riguardo al raggio 1 diviene V —ri 
quando si riferisce al raggio r. 

V 

U equazione V—rl dà l— — . Sicché una linea trigonome- 
trica l 1 riferita al raggio r si rapporterà al raggio 1 facendo 



r 


20. Adunque se col centro C (Fig. 5 n.° 1 e 2) e col raggio CB 
intendasi descritto l’arco BE , e col centro A e col raggio AB s’in- 
tenda descritto l’arco BD , sarà BM =BC sen C—BA sen A; 
CMzzzBC cosC'., AM— BAcosA. Epperò se i lati di un triangolo 
ABC si dinotino con a, b, c rispetto agli angoli rispettivamente 
opposti ad essi, si avrà, quando la perpendicolare BM cade fra’ lati, 
CA=zCM+MA } cioè ò~acos C + ccosA: (Fig. 5n.°l) e di- 
mostrando lo stesso quando la perpendicolare si abbassa da A e 
da C sul lato opposto , avremo il sistema delle tre equazioni 

(I) (K=zbcosC+ccosB..b=zacos C+ccosA.. c=acosjB+òcos A. 

21. Tirisi nel cerchio una corda CC' (Fig. 4), e suppongasi che 
la BM la quale passa pel centro del cerchio sia perpendicolare a 
questa corda in m: indicando con £, B' rispettivamente gli angoli 
CBm , C'Bm , con ò, V i lati opposti Cm, C'm ; essendo 
BC=BC'—r e c—Bm comune a’ due triangoli CBm , C'Bm i 
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avremo sulle prime che la forinola (I) applicala al triangolo BC C 
dark • 


BC—CC'cosC + BC'cosCBC'-, ossia 

rz=(b+l/)cosC + rcos(B + B’) (1) 

BC^CC'cosC' -^ BCcosCBC' -, ossia 
r=(b+l/) cos C' + rcos(B-{-B t ) (2) 

La differenza darà (A+Z>')( cosC — cosC’)~0; onde sarà C—C. 
Ciò posto i due triangoli BCm, BC'm daranno rispettivamente 

BnvzzCBcosCBm + CmcosCmB ì ossia c=rcosB (essendo CmB— 90 ’) 
Bm—CBcasCBm + CmcosBmC' , ossia roos B' . 

La differenza dà r(cosfl— -cos2F):=0; onde B—B’\ epperò 
arco CK =arco CK. 

Finalmente gli stessi triangoli BmC , BmC danno 
BC— Cm cos C + Bm cos CB/n , ossia r—b cos C+ c COS B 
BC— C’mcosC + Bm cos CB/n , ossia r—b 1 cos C +ccosB' ; ■ 
ma quassù abbiamo dimostrato B—B\ C—C\ sicché sarà 
b cos C— V cos C , cioè b=b' . 

Adunque il raggio perpendicolare ad una corda la dividerà per 
metà : e dividerà anche per metà r angolo al centro fatto da’ due 
raggi tirati all’ estremità della stessa corda ; epperò anche l’ arco 
sotteso dalla predetta corda. 

Potremo enunciare più generalmente il presente teorema nel se- 
guente modo. 

Poiché dietro l’ipotesi di BC—BC e di Bm perpendicolare su 
di CC' abbiamo dimostrato CBni—CBni, Cm=Cm,BCm—BCm 
ne segue che se dal vertice dell’ angolo contenuto da’ lati eguali 
di un triangolo isoscele si tiri una perpendicolare alla base , que- 
sta dividerà V angolo predetto in due angoli eguali, e la base 
per metà ; e saranno eguali gli angoli opposti a’ lati eguali. 

- 1 

Essendo Bn=B'n (Fig. 6) sarà sen^>= — corda 2$. 
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22. Consideriamo come positiva la semicirconferenza e il semicer- 
chio superiore ADA , (Fig. 6 ) l’inferiore ASA' sarà negativa-, e per 
la stessa ragione se DASe considerata positivamente, DA'S lo sarà 
negativamente. 11 semicerchio ADA sarà il luogo de’ seni positivi, e 
l’altro ASA Io sarà delegativi; come pure SAD sarà il luogo de’ 
coseni positivi, siccome SAD lo sarà de’ coseni negativi; epperò, 
tirando la BnB 1 perpendicolare al raggio CA, se AB=y, sarà 
AB 1 — — <? (prec.); ed essendo nB' = — nB, sarà 
sen (__^,)— — sen?. Si ha poi < 7 u = cos?=cos(— ?). Adunque il 
seno di un arco è positivo o negativo , secondochè l’arco sarà po- 
sitivo o negativo ; e il coseno di un arco negativo è lo stesso coseno 
dell’ arco positivo eguale. 

23. Laonde sarà 


sen (90 + ?)= cos compì. (90 + ?)=cos — ? = cos?=sen(90 — 
e cos(90 + ?)=sen— • ?=— sen?=— cos(90— ?) : cioè due ar- 
chi supplementi hanno lo stesso seno e collo stesso segno-, e lo 
stesso coseno ma con diverso segno -, ed è negativo il coseno del - 
F angolo ottuso . 

25k Abbiamo dimostrato (15) 


sen0=0, sen90=r; cosO =r, cos90=0: quindi sarà 

sen 180=cos— 90=cos90=0 ; 

cosl80=sen— 90= — seri 90= — r. 

sen 270= sen — 90= — sen 90= — r; 

cos270= — cos — 90=— cos90= — 0. 

sen 360= sen — 180= — 0; cos 360= cos — 180 =r. • 

E se simboleggiamo con «e la circonferenza circolare; avremo le 
seguenti forinole 


sen 


sen 


^-Ì^ =C 0 S 4 - i=cosi; cos =sen i= 4 . sen b 

f ^Ì^ = * en +^ = -f- seil *> C 0 S Qj±^ =— cosi f£= — cosi 
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sen 


cos 


sen 


cos 


=cos. — =cos ^+Z>^ = — cosi 

(|'+j)=*=»-(i±i)=- !e »(i±0 =+seni 
(* + &):=: sen — sen ^-+i^ = + seni 

(«'+i)=— cos— - +i^ = — cos +i^=cosiji 


25. Intendasi (Fig. 8) dal punto B, tirata una retta BC a pia- 
cere sulla AA', e prendasi CA = CA', e suppongansi unite le rette 
BA , BC, BA, avremo due triangoli ABC , AB A i quali, se loro 
si adatta la formola (I) , daranno le due equazioni 

AC=BAcosBAC-\- BCcosBCA, ossia b—c cos A-\-a cos C. . . (1) 
AA —BAcosA-\-BA cos A ; cioè... 2b=ccosA-\-c'cosA'...( < ì) 

Sottraendo (1) da (2), si avrà b=c' cos A — acosC...(3) 

Il triangolo BC A, in cui la perpendicolare cade fuori de’ lati 
darà b==c r cos A A-acosC 1 ; da cui si ha b — c l cosA , =+acosC / (4): 
osserviamo quali di questi due segni dee rimanere. Paragonan- 
do (3) con (4), si avrà — - a cos C— ~f~ a cos C . L’equazione 
-m-acosG=—acosC' dà C—C; lo che ha luogo pel solo caso par- 
ticolare di BC perpendicolare ad AA' epperò di c=c f , A— A! (21); 
lo che non è l’ipotesi adottata. Adunque bisognerà escludere il se- 
gno e ritenere — a cos C—acosC 1 epperò sarà cosC= — cosC' , 
cioè C + C' = 180 (23). Sicché se una retta incontra comunque 
un’altra , gli angoli conseguenti saranno eguali a due retti . 

26. Dimostreremo (Fig. 8) ora che la formola (I) si verifica 
pure quando la perpendicolare BD tirata da B sul lato opposto AC 
cade fuori i lati BA , BC. A tal oggetto suppongasi il lato A C 
prolungalo in Ac, presa CA— CA — b, sia BA—c , lì A — c‘ , 

■ i 
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BC—a', BCA—C, BCÀ ~C, avremo nel triangolo AB A! in 
cui la perpendicolare BD cade tra’ lati BA , BA\ 

2b=ccosA + c J cosA... (1). Or il triangolo ABC da per la 

stessa ragione bx=>cco$A + al cos C^ccoì A— al cos O (2) 

(per essere €* = 180 — C) : adunque sottraendo (2) da (1) sarà 
b—c' cosj+a! cos C, ossia CA’=BJ cos A 1 +B0 cos <7, equa- 
zione della stessa forma di (I). Epperò questa equazione appartie- 
ne ad un triangolo qualunque , o che la perpendicolare cada fra’ 
lati o fuòri. 

Noi prenderemo l’ equazione trinomiale (1) per principio fonda- 
mentale del presente lavoro. 

27. Adattiamo la formola cardinale al triangolo rettangolo , e 
supponiamo retto l’angolo Cepperò cosy/=0, le tre forinole (1) 
diverranno 

„ — bcosC — ccosl?=0, b — «cosC=0, c — acos2f=0: 

Sostituendo nella prima i valori relativi di cos Ce di cosi? presi ri- 
speitivamente dalla 2 a e 3°, avremo 

b » c » 

a =0, cioè n*=i* +c': sicché 

a a 

nel triangolo rettangolo il quadrato del lato opposto alC angolo 
retto è eguale alla somma de’ quadrali de’ lati che lo compren- 
dono. 

28. Epperò (Fig. 6) sarà CE* = Cm % + mE x ; cioè 
r % — seinf’ +cos$’ ossia, fatto ;•= 1 , sarà 

l=Vsen*^ + cos’if 5 sen<f=Vl — cos*^; cos $ = V 1 — sen ^ 

Essendo sen 45° = cos (00 — 45°)=cos45°, avremo 

sen 1 45 + cos 1 45 =2sen’ 45 =2 cos 1 45=r 1 ; onde 

seu45=cos 45=^ = ^ = | VI 
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29. L’equazione &— acos (7=0 per rispelto al triangolo rettan- 
golo da cos* C— — : quindi seu’C=l — cos * C = — — ; 

& a' 1 a x a % ’ 


c 

epperò senC=- ; ma l’equazione c-— acos2?=0 dà cosB— - - y 
• a a 

dunque sen C—cosB 5 epperò B-\- C=90 : onde A+B + C=180. 
Cioè i tre angoli di un triangolo rettangolo sono eguali a due retti. 

Sia M una quantità il cui valore variabile tende verso zero, e P, 
che non mai raggiunge le quantità P e’1 zero diconsi limiti della 
grandezza M. Dunque il limite di un angolo o della somma di 
due angoli del triangolo rettangolo è zero e 180°. 

30. Sia ACB (Fig. 7 n.° 1°) un triangolo in cui la perpendi- 
colare abbassata da C su di AB cade fra’ lati CA, CB\ sarà (prec ) 
A + ACD= 90; B+BCD=$0 ; epperò A+B + ACB=180. 
Cada ora la perpendicolare CD fuori de’ lati CB y CA! del tr ian- 
golo BAC\ sarà 


CAB = m—CJA — CD A' A A CD . 
aggiungendo d’ambe le parti CBA -f- BCA , avremo 


CAB + CBA + BCA = CD A +ACD + CBA' + ACB = 90 
+ CBA + {A CD + ACB)=90'> + CBA + BCD— 180«. 

Epperò la somma degli angoli di un triangolo è eguale a due 
angoli retti. 

Sicché ciascheduno de’ tre augoli di un triangolo può aver un 
valore qualunque sotto la condizione del limile zero e 180°. 

Quindi , essendo CBA + BCA+ CAB— 180= CBA \ CBD , 
sarà CBD I =BCA + BAC. Epperò se si prolungherà un lato di 
un triangolo, l’angolo esterno sarà eguale alla somma de"* suoi in- 
terni opposti. 

31. Si deduce da ciò, 1° che un triangolo non può avere più 
di un angolo retto, e tanto maggiormente non può avere più di un 
angolo ottuso j 2 ’ clic quando il triangolo c ottusangolo la perpen- 
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dicolare che si abbassa sul lato AB adjacente (Fig. 7) all’angolo 
ottuso A' dal vertice C dell’angolo opposto cade fuori di dati: poi- 
ché se il triangolo fosse CAD 1 , e la perpendicolare cadesse fra’ lati 
come CB, nel triangolo CA B, vi sarebbe un angolo retto CBA e 
un angolo ottuso CAB, lo che è assurdo: 3° che dati due angoli 
di un triangolo , il terzo angolo è dato come supplemento a due 
retti ; e in questo caso il triangolo dicesi dato di specie : 4° che so- 
no equiangoli due triangoli i quali hanno due angoli rispettivamente 
eguali : 5° che da un punto fuori di una retta non si può tirare su 
di questa che una sola perpendicolare; poiché se se ne potessero 
tirare due come CB, CA, ne risulterebbe il triangolo CBA con 
due angoli retti , lo chè è assurdo. 

32. Poiché un poligono AB CD E . . . (Fig. 9) di re lati si può 
dividere in (re — 2) triangoli per mezzo di rette che si tirano da uno 
de’ suoi angoli agli altri- opposti , ne segue che gli angoli di un 
poligono qualunque sono eguali ad (re — 2) due retti. 

E poiché la somma degli angoli interni ed esterni di un poligo- 
no i cui lati siano stati prolungati verso rei, re, p, r, q. . . sono 
eguali 2 re retti, chiamando e la somma degli angoli esterni e i quella 
degl'interni sarà e+r=2re retti, e t=2(re — 2) retti; onde sarà 
e=2re retti — 2 (re — 2) retti =4 retti. Adunque la somma degli 
angoli esterni fatti da’ lati di un poligono qualunque, prolungati , 
col lato adjacente è costante , cioè eguale a due retti . 

33. Si seghino le rette AA , BB' (Fig. 8) in un punto C; e si 
prenda CA=CA—h, CB—CB?—a, e si soppongano congiunte 
AB , AB ' che si dinotino rispettivamente con c, g; i due triangoli 
ACB, ACB' daranno 

b=:acosBCA+ccosBAC; b—acosB'CA +gcosB l AC; 
prendendone la differenza , si avrà 

a(co$BCA — E* CA) + c cos BAC — gcosB'A C= 0 
questa equazione, reggendo tra quantità indeterminate, darà 

(1) cosBCA—cosB’CA' epperò BCA—B'CA'ì (2). . . c—g: 
(3). . . BAC— B' AC, 
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L’equazione (1) dimostra che quando due rette si segano gli 
angoli opposti al vertice sono eguali fra loro. 

Le altre equazioni (2) e (3) riferite a’dati CB—CB'j CA=CA 
e agli angoli BCA, B'CA f or dimostrati eguali , ci fanno conoscere 
che quando due triangoli hanno eguali rispettivamente due lati 
coll’angolo da questi compreso, li rimanenti elementi del trian- 
golo saranno eguali. 

34. Dimostreremo il precedente teorema direttamente nel se- 
guente modo. Siano a, h, c , A , B, Ci a 1 , l', é , A , B', C i Iati 
rispettivi co’ rispettivi angoli opposti di due triangoli; e supponia- 
mo a—a'i h=b' i C=C: l’equazione fondamentale applicala a 
questi triangoli sotto le precedenti condizioni darà 

(1) a—bcosC — ccos.fl=0; (2) a — bcosC — c'cosB'=0 
(3) b — acosC — ccos A~0 ; (4) b — acosC — c'cosA—0 

Sottraendo (1) da (2) e (3) da (4) si avrà 

ccosB — dcosB'—O-, ccosA — c'cosA =0. 

Queste equazioni potrebbero esser soddisfatte in due modi 
1° c=c J , B=B\ A—A, trattandosi di quantità indeterminale ; 
2° c l c , =cos B 1 l cosB=cosA' l cos A* Questa seconda condi- 
zione non può aver luogo che sotto la sola prima condizione: in- 
fatti se potesse essere c diseguale a c J sarebbe o c> </, o c<V : 
nel 1° caso sarebbe cosZ?')>cos2?, cosAf>cosA epperò B' <C_B , 
A <C.A , e quindi A +B' <C.A+B , ed essendo C=C*, sarà 
A +B' + C <^A + B + C (assurdo): nel 2° caso poi sarà-._ 
A+B' + C^A + B + C (assurdo). Adunque rimane solo c=c\ 
B=B', A—A \ cioè se due triangoli hanno sotto due lati rispel- 
tivmnenle eguali gli angoli compresi eguali, saranno eguali e po- 
tranno combaciare i cioè saranno eguali gli angoli opposti a’ lati 
eguali, e i rimanenti lati. 

35. Abbiano due triangoli ACB , A'CB' gli angoli A, B ri- 
spettivamente eguali agli angoli A , B'; e’I lato c adiacente a’pri- 
mi sia eguale al lato c' adiacente agli altri due, sarà A—A: 
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B=B'; c—c'. Con queste condizioni 1’ e<iuazione fondamentale 
applicata a questi due triangoli diverrà 

c=:bcosA + acosB; c—b'cosA+a'cosB 
La loro differenza darà 

cos A{b — //) +cos£(a — «')=(). 

Non potendo essere cos^/=0, cos£=0 perche sarebbe ^=90, 
£=90, lo che è assurdo, fa uopo che sia b—U, a=a', epperò 

cos A 0 

— = — , lo che indica la generalità del teorema , qualunque sia 

il valor di A, B sotto il limite di A + £<180. Quanto a C, C 
essi pure saranno eguali come supplementi a due retti di angoli 
eguali : lo che potrebbe anche dimostrarsi direttamente per mezzo 
dell’equazione cardinale: infatti unita all’ipotesi presente l’egua- 
lità di b, V -, e di a, a', l’equazione cardinale applicata a’medesimi 
triangoli condizionati come qui sopra darà 

a — Z> cos C — ccos£=0 a — bcosC — ccos£=0. 

La differenza darà b(cosC— cosC)=0 cioè C—C (a). Adun- 
que sono eguali due triangoli che hanno un lato eguale e gli an- 
goli a questo adjacenti eguali, ed essi combaceranno quando si 
facciano combaciare i due lati eguali. 

36. Sia ora A=A! , £=£' e a— a 1 : applicando l’equazione 
fondamentale a questi triangoli sotto le date condizioni , si avrà 

c — bcosA — ztcos£=0. . . c'-—blcosA—acosB=0. 

La differenza darà 

c — c' -fco sA{b' — b )— 0 

(a) Lo che mostra il teorema della costauza della somma de’ tre angoli del 
triangolo. 
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Ed essendo A una quantità indeterminata , sarà 


c — c / =0, If—bsz. 0, cioè c—d, b—b\ epperò 


coi A— 


0 

Ò 


forma conveniente alla natura indeterminata di A- 


Per ciocche risgaarda gli angoli C, Cf ( che d’altronde sappia- 
mo di esser eguali come supplementi a due retti di angoli eguali), 
volendosi ciò dimostrare coll’ajuto della stessa formula cardinale , 
introdurremo in essa B=B' Ì «=«' (per ipotesi); b—b', c—d 
(per dimostrazione) e si avrà 

a — bcosC — ccosi?=0; a — bcosC'— ccos2?=0: 


La differènza darà b(cosC — cosC)=0 ; onde C—O. Sicché 
sono eguali pure due triangoli che hanno due angoli rispettiva- 
mente eguali col lato opposto ad uno degli angoli eguali , e gli 
clementi di essi potranno combaciare. 

37. Abbiano due triangoli ABC, AB'O, a=zaT: ò=A , J e 
uguale pure un angolo opposto ad uno di questi lati , p. e. A=A? 
Applicando l’equazione fondamentale a questi triangoli sotto le 
adottate condizioni, sarà 



b — acosC — ccos_^=0.... 
c — «cosi? — bcosA —^. .. . 


b — ncosC 1 — dcosA=0 
d — a cos B' — icosy/=0 


La differenza di ciascheduna coppia darà 
(fi). . a(cosC—cosC ) — cos A(c — c , )=0.. c — d -{-«(cosi?' — cosi?)=0 


Non polendo esser ne a=0 perchè non vi sarebbe piti triango- 
lo, nè cos^=0, perchè sarebbe A— 90, mentre il suo valore è 
indeterminato (cioè il problema è generale), uopo e che sia 
c — 6^=0, cos C — cosC , =0, cos B — cos2?'=:0, cioè c=c', 
C=.C , B—B' : onde la prima dell’ equazioni (A) darà 


cos A— 


0 

Ò’ 


lo che si riferisce alla generalità del teorema, cioè per 


qualsiasi valore di A tracimiti degli angoli del triangolo rettilineo. 
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La condizione cosi?'— cos5=0 dedotta dalla natura dell’equa- 
zione ( h ) dimostra che B, B' debbono essere della stessa specie. In- 
fatti se B, B' potessero essere di specie differente, supponendo 
2? <90°, sarebbe ^^>90; epperò eos B 0 , cosi f <[0j per cui 
le due seconde formole (g) diverrebbero in questa ipotesi 
c—acosB—bcosJ=0... d + acosB’— bcosA=0, la differenza 
delle quali saia c — d — a(cos2?-4-cosi?')=0. Si deduce da que- 
sta ultima equazione 0 = 0 *, cosi?=— cosB 1 : sostituendo questo 
valore di d e cosi?' nella quarta dell’equazioni (g) , scriveremo 
la 3 a e la 4» cosi 

c — acosi? — bcosjj—O] c + acosi? — òcos.^=0. 

La differenza darà 2acosi?=0, epperò cosi?=0, ma abbiamo 
veduto essere nella presente ipotesi cosi?'= — cosi? ; adunque 
cos B'= — 0, epperò (24) JB'=270° (assurdo). Adunque B, B* 
non possono essere di specie differente. Epperò sarartrw eguali due 
triangoli che hanno due lati eguali rispettivamente e degli an- 
goli non compresi da questi , due eguali e due della stessa specie. 
E potranno combaciare. 

38. Siano a, b, c; a', b' , d i lati rispettivi di due triangoli e 
supponiamo a=a ' , ò=ò' , c—d: le tre formole dell’equazione 
cardinale in virtù di questa ipotesi diverranno. 

a — òcosC — ccos2?=0... a — bcosC 1 — ccosi?'=0 
b — acosC — ccos^/zsO... b — acos C 1 — ccosA'=0 
c — acosi? — 0005^=0... c — acosi?'— òcos.df'=0 

Prendendo la differenza in ordine e dividendo le due prime per c 
e l’ultima per a, avremo 

- (cos C — cos C) + cos B' — cos B =0 
c 

— (cos C — cos C) -j- cos A’ — cos A— 0 
c 

b 

-(cos A' — cos A) +cosi?’ — cosi?.=0 
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Queste tre equazioni hanno tale relazione che da due di esse di- 
pende la terza, eliminando la comune quantità: e reggendo esse tra 
quantità indeterminate , sarà C—C , B—B f , A—A. Epperò se 
due triangoli hanno i lati eguali, avranno anche eguali gli angoli 
opposti a’ lati eguali. 

39. Le tre equazioni (/if) danno 

b cos B — cos B' a cosA — cos A b cosi? — cosi?' 

c cosi? — cos C * c cos C — cos C 1 a cos A' — cos A 


E queste dimostrano che essendo A=A , B=B y C—C , sarà 


bOaObO.bab ..... 

— =— • — cioè — = — = - qualunque siasi il valore 

c 0’ c 0’ a 0’ c c 1 


assoluto di A, B, C e di a, b, c. E se supponiamo sarà 

c c a 

cosl?=cosZ?', cosC—cosC , cos A = cos A', cioè A=A'\ B—B' ; 
C—C. Cioè che i triangoli equiangoli hanno i lati intorno e di 
riinpetto agli angoli eguali proporzionali : e che i triangoli i quali 
hanno i lati intorno agli angoli eguali proporzionali sono equian- 
goli. 

Ma dimostriamo direttamente questi teoremi. 

40. Siano equiangoli due triangoli , cioè A— A , B=B' , C—C , 
e i lati rispettivamente opposti a questi angoli siano a, a? ; b, b' ; 
c, c 1 : la formola fondamentale adattata a questi triangoli sotto la 
condizione precedente darà 

ab a' b 1 

cosi? cosC—0. . . — — cosi? -cosC=0 

c c d d 

b a b 1 , a' „ _ 

cos A cosC=0. . . — cos A — T cost;=0 

c c d c' 

cos B cos./— 0. . . —cos 2? cosj/=0 

a a u a 
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La differenza di ciascheduna coppia in ordine darà 



Dovendo queste tre equazioni aver luogo per qualunque valore 
di A e C sotto la condizione di A-\- C<180 , fa uopo che sia 



b V 
-- 7 =°’ 



c d 

- =0 , due delle 

a a' 


quali danno le altre due. Sicché i triangoli equiangoli hanno i 
lati omologhi intorno agli angoli eguali proporzionali. 

Le figure piane equiangole e che di più hanno i lati omologhi 
intorno agli angoli eguali proporzionali diconsi simili. Adunque 
basta che i triangoli siano equiangoli per essere simili. 

Un triangolo di cui si conoscono i soli angoli dicesi con linguag- 
gio geometrico dato di specie. 

41. Quindi essendo equiangoli i triangoli CnB, CAT ( Fig. 6), 


chiamando * l’arco BA, e facendo r= 1 , sarà AT= , 

’ C« 

. rsen* sen* CA.C B 

cioè tang* = == ; e C 7 = — 

cos* cos* C n 

r* 1 . 

cioè seg*= = : e parimente ì due triangoli CGB, CDM 

cos* cos* 

daranno 


rcos* cos«> „ r 1 1 

DM=colv— ss : Ct !fs=coseg*= — — = . 

sen* sen * sen * seni» 


Digitized by Googl 



— 31 — 

Epperò avremo le seguenti forinole (23) 

sen (90 — *>) sen(90 + n>) 

tang(90-!— %)s= j =— ^^=-tang(90 + ♦) 


“ 8 ( 90 —*)= 


=— seg(90+*) 


cos(90 — n>) — co$(90-p^) 

v cos(90 — 1 >) — cos(90+ a) 

col (90 ?)= = — 7 5k-. -e=-cot(90 + *) 


coseg(90 — $)= 


sen (90 — ^>) sen (90 + $) 

1 1 


-=coseg(90+ f ) 


sen (90 — 9 ) sen(90 + ^>) 

Cioè due angoli supplementi avranno la stessa tangente, segante 
e cotangente ma con differente segno , essendo negative quelle del- 
I’ angolo ottuso ; ed avranno poi la stessa cosegaute collo stesso 
segno. 

.... .„ rsen45 rcosiS 

Abbiamo tane io = col 45= — =r=l: 

senio così 5 

segi5=coseg45= ^£=r* : p (28) = rV2=V2 
senO 0 r 

Parimente avremo tang0= — - = -(2V)=0; col0= - =oo ; 

D cosO r v ' ’ 0 * 

r* r* 

segO= — =r = t 5 cosegO=“-=30 
r 0 

r sen 90 r* 0 

'“ s 9 °=T^Ò = Ó = ” ì “•"=-=«! 


r r a 

seg90= — = 005 coseg90° = — =r=l 
0 r 

rsen 180 r.O — r ' 

tangl80= 7 ^r= =— 0 ; cotl80= — - =— ao 

cosl80 — r 0 


segl80=-^— =•— r = — 1 ; coseg!80= — ==ao j 
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rsen270 r. — r r. — 0 

un * ino =-^ 270 := '=r = “ i “ t2TO = — =®Ì . 

r* r* 

seg270= — - =ss — oo 5 coseg270= = — r — — 1 

tang 360= — =0 : cot 360= - - 3=00 : 
r 0 


seg 360= — =r=l ; coseg360= — =» . 
r 0 

42. Quindi il limite de’seni e coseni è r, — r, quello delle tan- 
genti e cotangenti, 00 , — 00 ; e il limite delle seganti e coseganti 
ère 00 positivi e negativi. 

Essendo date tutte le linee trigonometriche, quando è dato il se- 
no e’1 coseno di un angolo , potrà facilmente esprimersi una linea 
trigonometrica per un altra; ed ecco alcune espressioni più usitate. 

sen cos 1 

Da lang= — , e cot= — si ha tang= — , e col= . Da 

cos sen cot tang 

r* r* r* (sen’ + cos*) 

seg= — si ha seg* ss — -.r*= — - = tang*4-r*, co- 

cos cos cos 0 

me sarebbesi anche ottenuto dal triangolo rettangolo CAT. Da 


r* r* r* 1 

seg= — , si ha cos= — = = - 

cos se 6 Vr* 4. tang* Vi 4- tang’ 

rò essendo , 

sen r*tang tang 

— = tane , sarà sen = cos tang= — 

cos 


Eppe- 


Vr* 4- tang* Vi 4- tang* 


Ponendo in queste due forinole — - per tang , sarà 


cot 


cos: 


Vi 4- cot* 


, e sen = 


Vi 4. cot* 

in queste specie di trasformazioni. 


. E sarà utile l’esercitarsi 
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d b c 

W. Sia in due triangoli — = — = — , e prendiamo l’equazio- * 
«e fondamentale 

a—bcosC + ccosB a r =b'cosC' + e'cosJ?\ 

Dividendo la prima per b, e la seconda per b' e ponendo 

a a' c cf 
-per-e-per-,*, avra 

a c a c 

- = cos cos .. -=cos<7' + -cosJf'. 

b b b b 

Prendendo la differenza sarà 

c 

(*)•• . cos C — cosC 1 + — (cosi? — cosB')^=0 


Non potendo essere - =0, e d’altronde trattandosi di quantità 


indeterminate, si avrà cosC — cos<?=0, cosjB — cosj?'=0 cioè 
B=B', C~C epperò A— A', per cui i due triangoli saranno si- 
mili. Cioè sono sìmili due triangoli i quali hanno i lati propor- 
zionali , e saranno eguali gli angoli opposti a’ lati omologhi, 
a=a! ec. 

(») Perchè apparisca più chiaramente la legittimità delle condi- 
zioni cos C — cos C' = 0 , cos B — cos2?'=0 alle quali conduce l’e- 
quazione {ftf ) , osserveremo che mercè le formole dell’ equazione 

fondamentale noi possiamo giungere, dietro l’ipotesi di — - =— =— 

a' b d 

a dell’ equazioni della forma 


a.{cosA — cos^/)=:0; /S (cos B — cos.fl')=0} y (cos C — cosC*)=0 


le quali possono essere soddisfatte unicamente da A=A ! , B=B' , 

c=c. 


(*) I 55 segnati con (*) contengono delle riflessioni , e dell’ analisi di alcuni 
risultamenti ottenuti. 
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E infatti le lormole dell’equazione fondamentale lotto le adottate 
condizioni divengono 

- cosi? +cosC. . . — = • cos B' +cosC 
b b b b 

a c . a c ' 

ls=- cosC + - cos^... l = -cost/' 4 - -coìA' 
b b b b 

c a c a 

-=-cosB -f-cosA. . . -=- cosi?' + cos A 
b b b b 

La differenza di ogni coppia darli 

(1) . . . (cos B — cos 5') -f cos C — cosC"=0 

(2) . . . j (cos C — cosC') + y (coi A — cos>/)=0 

b b 


(3). . . -(cos B — cosl^)+cos^ — cosA=0 

(l c 

Moltiplicando (1) per - e (3) per - , e sottraendo sarà 


Cl c 

- (eosC — cosC ) — - (eoe,/— cos ^)=0 

Sommando questa equazione e la (2) , e poi sottraendo questa 
da (2) si avranno le due seguenti equazioni 

2-(cosC— cosC}=0 2-(cos,/ — cosA l )=0 

b b 

le quali hanno chiaramente la forma 


*(cosA — cos y / , )=0, y (còs C — cos O=o, 

e similmente potrebbe aversi £(cos B — cosj?')=0: onde, non po- 
tendo essere a=0, b— 0, c=0, ossia *=0, (3=0, y=0, fa 
uopo che sia A— A C< — C . 
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a. af 

W. Siano dati in due triangoli -=— =wi; C—C\ la forinola 

U Vr 

cardinale sotto le condizioni adottate diverrò 

C c* 

m=-cosB + cosC m= — cosB' + cosC 

b b' 

c 

t =mcosC+-cos/f l=wcosC+ — cos^/. 

La sottrazione di ognuna di queste coppie darò 

(£)... JCOSB'— ^casB'—O-, ~cosA—^rcosA=0. 

0 b' b b r 

Non potendo farsi cos2?=0, cos27'=0, cosaf=0, cosA=0, 
perchè A, A f, B, B' non possono essere insieme angoli retti, e 
sono anzi suscettibili di un valore qualunque sotto la condizione di 
A + B+C=m=A +B' + a, ne segue che le due equazio- 
ni (Àf) non potranno altrimenti esser soddisfatte che dalfequazioni 

c à 

, B—B\ A—A'. Adunque i predetti triangoli saranno si- 
mili. Epperò sono simili due triangoli i quali harmo un angolo 
eguale e proporzionali i lati che lo comprendono. 

(*) Potrebbe osservarsi che l’ equazioni (K) potrebbero esser an- 
che soddisfalle da cosJEf ; cos B'=db * cb’z=cosA cosA 1 . Ve- 

» . b b' 

diamo se ciò può essere. Non considerando il caso di —ss— ossia 

c c' 

di cos 27= cos iF, cosC-cosC 1 , conseguenza a cui quassù siamo 
giunti , due casi possono accadere in questa nuova ipotesi ; cioè 
o cos2?>cos2F epperò cosA^cosA* , o cos 27 < cos .B* epperò 
cosA^cosA 1 : avremo dunque o 2?<27 / , A<A ; o pure 27>2F, 
A>Af\ sommando queste due inequazioni membro a membro, 
avremo A + B^A 1 +B 1 -, o pure A + B>A I + B': aggiungia- 
mo a queste C=C*, si avrò A + B + C< A + B' + C (assurdo) 
o A\B + C^A-\rB' +C (assurdo). Adunque l’unica legitfi- 
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ma conseguenza che può tirarsi dall’ equazioni (K) è quella del 
teorema quassù dimostrato. 

4-5. Siano i triangoli ABC ( Fig. 18 ) A'B'C tali che i lati di 
uno sieno perpendicolari a quelli dell’altro; cioè A'B’=d per- 
pendicolare ad AB=c; AC=b' perpendicolare ad AC=b; e 
B'C~a! perpendicolare' a BC=a: avremo (32) 2? =180 — mB'n, 
C=180 — nCp; epperò (23) cosB=—cosmB'n, cosC=— cosnCp. 
Adattando al triangolo ABC la formola fondamentale si avrò 
a=bcosC-\-cco&B=-—bcoanC'p—ccosmB , n~bcos C' +ccosB' ; 
epperò dividendo per a si avrò 

I = -cos C' + - cosB' (ò) : 

a a 


ma l’equazione fondamentale adattata al triangolo A B C dà 

b' d 

a'—b' cos C' + d cos B' , ossia 1 = — cos C + — cosi?'. . . (h) 

a' , a' 

La differenza di (h) e ( k ) dà 




Ma non può essere cosC*=0, cosB' = 0, perchè sarebbe 
B' + C' =180 (assurdo) : fa uopo dunque che sia 


t — b l 

a a 1 



Adunque sono simili i triangoli che hanno i lati perpendico- 
lari l'uno all’ altro. 

Essendo A 1 l’angolo omologo di A, ed A = A': ne segue che se 
i lati di un angolo sono perpendicolari a’ lati di un altro, questi 
angoli saranno eguali. 

4.6. Supponiamo due rette mB, nA (Fig. 7 n.° 1° e 2°) segate da 
una retta BA colla condizione di A+H<180: e supponiamo una 
serie infinita di triangoli su di una retta A'B'=AB; i cui angoli 
A', B' variino per tutt’i possibili valori sotto la condizione di 
A' + jB'<C 180 ; esisterà in questa serie quel triangolo in cui sarà 
AszA' , Bs=B'} sia A'B'C' questo triangolo. In tal caso se ponia- 
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mo AB su dì A'B', A combacerà con A', B con B ! , epperò Bm si 
distenderà nella direzione di B'C', Art in quella di A' C'; e prolun- 
gando An, Bm, queste andranno ad unirsi in C', e cadrà C' sopra C , 
onde soddisfare alla condizione di A+B+C=A'-\-B' + C'=z 180 
epperò di C=C' : poiché se Bm, An, prolungate non andassero 
ad unirsi in C', o dovrebbero convergere in un altro punto , co- 
me K, o nominai unirsi: nel 1° caso sarebbe EB l A'=tC l B'A', 
KA'B I =C'A'B' (impossibile); nel 2° caso non si potrebbe ren- 
der ragione perchè nelle stesse circostanze le B'C 1 , B' Al si unireb- 
bero; e le Bm, An no. Adunque se due rette sono segate da un’al- 
tra in modo che con questa facciano la somma degli angoli mi- 
nori di due retti, le predette rette prolungate dovranno unirsi in . 
un punto e formare il terzo angolo supplemento a due retti de’ 
due angoli dati. 

(*) Abbiamo dimostrato quassù che le due rette AB, CD (Fig. 

10 ) perpendicolari alla stessa BC (a) non potranno mai convergere 
nè a destra nè a sinistra. Dietro la proprietà de’ tre angoli del trian- 
golo eguali a due retti ciò apparisce evidentemente ; poiché se po- 
tessero esse convergere , ne risulterebbe un triangolo con due an- 
goli retti , locchè è assurdo. Adunque due o più rette perpendico- 
lari ad un’altra saranno parallele (lo che mette in più evidenza 

11 n.° 3). 

VI. Siano BA, DC (Fig. 11) perpendicolari alla stessa retta 
CBD •, esse saranno parallele. Supponiamo tirata da B una retta 
BC ad un punto qualunque C dell’altra DC, sarà (30) 

DBC + BCD= 90; onde BCD=90—DBC=CBA. 

Gli angoli che le parallele AB, CD fanno con una retta BC che 
le sega diconsi angoli alterni. Adunque due rette parallele fanno 
con un altra che le sega gli angoli alterni eguali. 

Adunque da un punto C una sola retta CD può tirarsi parat- 
ia) Questa ipotesi è del più stretto rigore geometrico j poiché se possiamo 
supporre innalzata da C una perpendicolare a CB, per la stessa ragione pos- 
siamo supporre innalzatane un’altra da B , e infinite altre perpendicolari da 
altri punti della stessa retta. 
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lela ad un’ altra retta BA, poiché se, oltre CD, potesse esservi 
un’altra retta CF pure parallela ad AB , supponendo congiunta 
BC, sarebbe l’angolo ABC—BCF—BCD, assurdo. 

Siano ABK, LDR (Fjg. tl) due angoli i cui lati sieno rispetti- 
vamente paralleli e diretti per lo stesso verso, e supponiamo che 
il lato BK incontri in C il lato DL, sarà ABC=BCD=CDR 
( prec. ) : epperò sono eguali gli angoli fatti da rette parallele e di- 
rette per lo stesso verso. 

Siano AB, CD (Fig. li) due rette parallele e siano tagliate da 
ACR e da BC, sara DCR=iSO—DCA = m—DCB—£CA 
=180 — CBA — BCA=BAC (30). L’angolo DCR dicesi esterno 
per rispetto all’angolo BAC che dicesi interno opposto dalla stessa 
parte. Adunque due rette parallele fanno con un’altra che le sega 
l’angolo esterno eguale al suo interno ed opposto dalla stessa 
parte. 

Siano AB, CD( Fig. 11) due rette parallele segate da AC, BC, 
sar'a ABC—BCD suo alterno; epperò 

AB C + BAC + BCAz=zBCD + BAC + BCA z=BAC + ACD ; 

ma ABC BAC + BCA— 180; dunque BAC + ACD— 180 u . 
Gli angoli BAC + ACD diconsi angoli interni della stessa parte 
per rispetto alle parallele AB, CD segate da AC- Adunque due 
rette parallele segate da un' altra fanno con questa gli angoli in- 
terni della stessa parte eguali a due retti . 

Siano AB, DC (Fig. 11) due rette che con un’altra BC fac- 
ciano gli angoli ABC , .BC© eguali: e supponiamo tirata BD per- 
pendicolare ad AB; sarà ABC + CBD— 90; ma per ipotesi 
ABC—BCD; dunque sarà BCD-\-CBD— 90, epperò 
CDB— 90 (29). Adunque AB, CD essendo insieme perpendicolari 
alla retta BD, saranno parallele. Epperò sono parallele due rette 
che con un altra fanno gli angoli alterni eguali. 

Siano AB, CD (Fig. 11) due rette che facciano con un’altra 
CAE che le taglia l’angolo BAE—DCE, rimanendo la condi- 
zione di BA perpendicolare ad EB. Se BAE fosse retto , avendo 
supposto ABE retto , le rette BE, AE sarebbero parallele : sup- 
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poniamo perciò che BAE sia minore del retto; in tal caso le rette 
DB, CA andranno ad unirsi in un punto E (46); e sarà perciò 
EBA=:i8Q — (E+EAB)=i80-—(E+ECD) (per essersi sup- 
poste EAB=ECD ): ma 180 — (E + ECD)—EDC; adunque sarà 
EBAzs=EDCsz90. Sicché la retta ED sarà perpendicolare tanto 
ad AB che a CD; epperò queste saranno parallele. Sicché sono 
parallele due rette che segate da un’ altra fanno con questa C an- 
golo esterno eguale al suo interiore e opposto dalla medesima 
parte. 

Siano DC, PQ (Fig. 11) ambe parallele a BA , sarà 
DCR=BAR=PQR: epperò (prec.) sarà DC parallela a PQ. 
Cioè saranno parallele due rette che sono parallele ad un altra. 

Siano BA, DC due rette che segate da QAC facciano 
BAC+ACD=IW°=BAC+BAQ: onde sarà BAQ—ACD; 
sicché BA, DC saranno parallele. Epperò saranno parallele due 
rette che fanno con un’altra che le taglia gli angoli interni della 
stessa parte eguali a due retti. 

(’) Abbiamo nelle precedenti teoriche sulle parallele usato il 
linguaggio comune per dare il rigore geometrico tanto desiderato 
alla teorica delle parallele, con farla dipendere dal solo principio 
del parallelismo di due rette perpendicolari ad un’ altra. Del resto 
avremmo potuto anche con più faciltà dedurre le stesse verità dalla 
nostra equazione fondamentale. Ed infatti eccone un’applicazione. 

Siano AB, A'B' (Fig. 12) perpendicolari alla stessa CB' ep- 
però parallele: suppongasi CB=:a=aCB'~af, e CC 1 , retta tirata 
da C a C,—b; l’equazione cardinale de’ triangoli rettangoli appli- 
cata a’ triangoli CBC', CB'C' darà a— icosC=0,a — òcosC'=0. 
La differenza di queste due equazioni darà b(cosC — cosC)=0 
epperò cosC*=:cosC, e C=C. Cioè gli angoli alterni. ... sa- 
ranno eguali. 

Sia ora C=C', e jB= 90°, e suppongasi a— a!, il triangolo 
CBC' darà a — òcosC==0, e l’altro CB'C' , a—bcosC — c'cosB'sztì 
la differenza darà dcos B'=zQ , epperò cosB'=0 e B'= =90. Or 
abbiamo B+C-^-AzsB' + C* +A 1 , ed essendo C=sC' 

sarà A=A' } epperò BCB'—A' + CssA-\-C=9 0°: sicché le due 
rette BC , B'C' saranno entrambe perpendicolari a CB' epperò pa- 
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rallele, ch’è l’inversa della precedente. E così potremo dimostrare 
le altre proposizioni per mezzo dell’equazione fondamentale. 

48. Supponiamo (Fig. 13) eguali e paralleli i due lati AB—c, 
A'B , =c' del quadrilatero ABA’B’ e suppongasi tirata la diago- 
nale BB' che chiameremo a, e facciamo AB'—b, A'B=b > , 
ABB —B, A'B'BszìB 1 , AB'B—C, A'BB'—C', come sono in- 
dicati nella figura, sarà B=B I suo alterno. Adattando a’ triangoli 
BAB 1 , BA'B 1 la formola fondamentale sotto le adottate condizioni 
avremo 

a—cco&B + bcosC . .... a=ccos.B + b' cosC' 

La differenza darà bcosC— McosC—O, equazione che regge 
nella sola ipotesi di b=b' , C— C'. Epperò se due lati opposti di 
un quadrilatero sono eguali e paralleli , gli altri due lo saranno 
parimenti, e il quadrilatero sarà parallelogrammo. 

» 49. Supponiamo ( Fig. 13 ) in un quadrilatero b=zb', c—d, 
cioè i lati opposti eguali , e , supponiamo tirata la diagonale BB 1 
che si dinoti con a. 1 due triangoli ABB 1 , A'B'B daranno sotto 
l’ipotesi adottata 

asòcosC +ccosB fl=icosC' + ccosB'. 

La differenza di queste due equazioni darà 

b (cosC— cosC')-j-c(cosB— cosB')—0 

la quale, trattandosi di quantità indeterminate, ha luogo sola- 
mente coll’ipotesi di cosC=cos C' , cosB=cos>B' ; coiè Css.C', 
BssB 1 epperò i lati opposti di questo quadrilatero saranno paral- 
leli , onde esso sarà un parallelogrammo. Adunque se i lati op- 
posti di un quadrilaterp sono eguali , esso sarà un parallelo- 
grammo. 

-Sia nel quadrilatero A BA'B' (Fig. 13) BAB'=A BA‘B'=A\ 
e suppongasi tirata la diagonale BB 1 . La formola cardinale appli- 
cata a’ triangoli BAB', BA'B' sotto la condizione adottala darà 

c~bcosBAB' + acosB . .... d —4' cos BA' B' (~A) +acosfl / . 


Digitized by Google 



— 41 — 

La differenza darà 

c — c* — (b — b') cos BAB' — a (cos B — cos IP) =0. 

Se si supponga c=c', bssb', sarà puie B=B', lo che è chia- 
ro (49). E se unita all’ipotesi di BAB'—BA'B' si supponga pure 
B=B I , epperò AB parallela ad A'B' ( inversa , 43 ) , sarà pure 
bszb', esse 1 . Adunque sotto le due ipotesi di due angoli opposti 
eguali e di due lati opposti paralleli, il quadrilatero sarà paral- 
lelogrammo. 

Sia ABA'B' (Fig. 13) un parallelogrammo colla sua diagonale 
BB 1 , sarà B=B', C=C'. Adattando la forinola fondamentale a’ 
triangoli ABB 1 , A'BB 1 sotto la condizione adottata , si avrà 

a s= c cos !?-{-£ cos C asse 1 cos B + b' cos C , 

la cui differenza darà 

(c— d)cos B + (b— .£')cosC=0 (1) 

Analizziamo questa equazione. In tre modi essa potrebbe aver 
luogo 

1“ cosB=cos C, bszll, cssd: 2® c—d * b — V—vasC l cos B; 
3' esse b—b 1 . La prima ipotesi, è un caso particolare della 3*, 
rispetto alla quale racchiude una condizione di più , cioè 
cos B— cos C che restringe la condizione di un parallelogrammo 
qualunque al quadrato e al rombo, poiché se fosse BssC sareb- 
be b=c , ed essendo b=b' , cssd , sarebbero eguali i quattro lati 
di questo parallelogrammo. , 

La seconda ipotesi ci guida alla seguente analisi. Sia 
c—d^b—b 1 epperò J^d—b'. . . (2), sarà cosC>cosJJ 
cioè C<B. . . (3). Ciò posto l’inequazione (2) ci dice che 
infatti essendo —b 1 , maggiormente sarà c^d—b' : fac- 

ciasi perciò c'—bt—c — m; sostituendo questo valore in (2), si 
avrà c>b + c — m... (4) onde b<^m: facciasi b—m—n, l’ine- 
quazione (4) diverrà c^m— n+c— m, da cui si ha 0, con- 
seguenza legittima (poiché dipende dalle due condizioni b^m, 
b—m—n): adunque dall’equazione (2) deducesi c>£: ma questa 
inequazione non può sussiste coll’altra C^B (52): adunque la 
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seconda ipotesi è assurda. Rimane allora la terza ipotesi esce 7 , 
bssb 1 che include anche la prima come caso particolare. Dimo- 
strato b=b', esse', riprendiamo l’equazione cardinale, e modifi- 
chiamola dietro le condizioni B=B', CssC 1 (per ipotesi) , b—b 1 , 
esse 1 (per dimostrazione), si avrà 

b=acosC + ccosBAB' . .... &=ocosC + ccosB.4 , 2?'. 


La differenza darà c (cos A cos A') 5 = 0 epperò cosA ascosi 
cioè A=A> , cioè BAB' =BA' B' , e parimenti AB A' ss AB' A' . 
Adunque i lati e gli angoli opposti de parallelogrammi sono 
eguali. 

L’equazione (1) cioè (c — c')cosB +(& — ò^cos C=0 darà nel- 


l’ipotesi di b—V, c-d (sola ipotesi ammisibile) 


cos B 0 

— = — ; Io 

cos C 0 ’ 


che mostra che B potrà essere maggiore eguale o minore di C se- 
condochè sarà b—c, b^>c, b^c, ossia che il presente teorema è 
generale e che appartiene ad ogni parallelogrammo. 

(*) 50. Abbiamo poggiata la nozione del parallelismo di due 
rette sulla impossibilità della loro convergenza: e abbiamo veduto 
verificarsi questa impossibilità in due rette entrambe perpendico- 
lari ad un’altra. £ da questa nozione abbiamo fatte dipendere le 
proprietà delle parallele. Or nell’idea del parallelismo di due rette 
è racchiusa l’ altra della loro distanza costante , ossia dell’ egua- 
glianza delle perpendicolari tirate fra esse ad una delle due ret- 
te (a) : lo che potrebbe dimostrarsi cosi per mezzo della nostra for- 
inola cardinale. Siano CB\ BC 1 due rette parallele (Fig. 12), e 
BC, B'C 1 siano perpendicolari ad una di tali rette, epperò anche 
all’altra per esser gli angoli interni della stessa parte eguali a due 
retti, sarà Rs=R # =90 o ; A— A' (perchè C'B, CB' sono paralle- 
le)^ la formola cardinale darà 

bssacosC +ccosA; bxza' cos C' +c' cosA 
La differenza di queste due equazioni darà 

acos C — a' cos C' -|-cos^(c-— c')=0 

(«) Vedi le prime j i linee della pag. 4 e il n.° 46 *. 
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questa equazione non può altrimenti verificarsi che mediante l’ipo- 
tesi di a=a', C=C', esse 1 due delle quali dipendono dall’altra. 


Infatti se non fosse C—C' , sarò C>C' , aggiungiamo 
B + A—B* + d # ( essendo per ipotesi B—B 1 — 90° . A=A' ), 


sara A + B -|- C ^ A' 4 . B' + C\ assurdo ; epperò C—C' e 

quindi os=a', esse'. L’equazione a— a! dimostra che le perpen- 
dicolari innalzale su di una retta, e comprese fra quésta e una 
sua parallela, sono eguali-, epperò che i triangoli e i parallelo- 
grammi che sono fra le stesse parallele hanno la medesima al- 
tessa. 

L’equazione c—d dimostra inversamente che sono eguali le 
parallele comprese tra due rette perpendicolari ad una di esse. 

51. Suppongasi in un triangolo ABC (Fig. 14) tirata una ret- 
ta A'C' parallela ad AC, sara BA'C'=zA, BC t A' = C; e indi- 
cando respettivamente BA, BC con c, a ; e BA 1 , BC 1 con c', a', 
la forinola fondamentale sotto l’adottata condizione darà 

a=bcosC +ccosB. . . c—acosB + òcosA: 


Eliminando b sarà 

_ A — acosB\ „ 

a=cosC I — — j +ccosi» , 

da cui si ha 

a (cos A + cos i? cos C) = c (cos C A- cos A cos B)-, epperò 

a cosC + cosAcosjB 
c cos A A-cosBcosC 

Applicata questa formola al triangolo A'BC 1 sotto la condizione 
di Az^A 1 , C~C* e B di comune, si avrà 

a' cos C + cosAcosB , a a' 

— — — ; cioè -■=■—. 

c cosA + cosi» cos C c c 
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a a! 

Sia inversamente - =— : saia 
c c 

co» C + cos AcosB cos C' + così 4' cos B 

cosA+cosBcosC cos A 1 + cos B cos C' ’ 

la quale equazione reggendo tra quantità indeterminate sotto la 
sola condizione di A +B + C= A 1 + B 1 C 1 = ISO , non può al- 
trimenti reggere che coll’ipotesi di A=A', CrsaC epperò di A'C' 
parallela ad AC. 

Sicché se in un triangolo si tira una retta parallela ad un lato, 
gli altri lati rimarranno divisi proporsionalmente , e reciproca- 
mente. 

Segue da questo teorema che te si tirino nel triangolo ABC va- 
rie rette A'C', DE... parallele ad AC, c, da’ punti C 1 , E... si ti- 
rino le rette C'R, EN... parallele a BA, sarà 

BA' l A'DszBC' l C'E; C'm : mRz=C'E : EC; ossia 
BA A'D^BC .* C'E; AD : DA=C'E '.EC... 

Epperò se due lati di un triangolo sono divisi da varie rette 
parallele al terso lato, saranno divisi proponionalmente. 

of c 

(*) La proporzione d ; o'=c \ BC dà 5C= — : lo che dimo- 


stra che una frazione il cui numeratore ha un fattore di più del 
denominatore esprime una linea retta. 

52. Vediamo che relazioni esistano ne’ triangoli tra’i lati e gli 
angoli opposti. Sia sulle prime a—b in un triangolo isoscele, e i 
lati opposti rispettivamente a questi lati siano A, B, avremo le due 
equazioni 

az=bcosC-\-ccosB, ò=acosC + ccosA: 
Eliminando cos C ; si avrà 


a — ccosB b — ccosA 

b a 

a •— c cos B a— ccosA 

a a 


j 


> 


cioè, per essere a—b 
onde A—B (vedi n.° 21) : 


\ 
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Cioè in un triangolo gli angoli opposti a' lati eguali sono eguali. 

Dunque 1° In ogni triangolo rettangolo isoscele, ciascheduno 
degli angoli acuti è messo retto (29) : 2° Il triangolo equilatero è 
anche equiangolo, e ogni angolo è perciò due tersi di un retto ( 30). 

Sia inversamente AssB; eliminando c per mezzo delle due equa- 
zioni. 

a—bcosC + ccosB £=acos C+ccos A, avremo 

a—bcosC b — acosC , ... . . . _ 

_ — = — , le quali due equazioni per essere A=B , 

cos B cos A 

daranno 

a(i +cosC)=i(l+cosC), cioè a=b. 

Epperò in ogni triangolo i lati opposti agli angoli eguali sono 
eguali: onde un triangolo equiangolo è anche equilatero. 

Sia ora eliminando cos C per mezzo delle due equazioni 

a—bcosC +ccosB; b=acosC + ccosA; si avra 
a(a—ccosB)=b(b — c cos A) -, epperò essendo a>ò sarà 
«— ccos2?<6 — ccos.4, e tanto più — ccos ccos.4; cioè 

cos A< cos B, e A> B. Cioè in ogni triangolo C angolo opposto al 
lato maggiore è maggiore dell’ angolo opposto al lato minore. 

Sia ora A^B-, eliminando c per mezzo delle due equazioni 

a=£cosC + ccos21; b=acosC -f- ccos .4; si avra 
cos^4(fl — bcosC)=cosB(b — acosC): ma per l’ipotesi fatta è 
cos A< cos B; adunque a — bcosC^b — acosC; cioè 

<j(l+cosC)>i(l q-eosC), ossia Cioè in ogni triangolo il 
lato opposto all’ angolo maggiore è maggiore del lato opposto al 
minore angolo. 

53. Sia CBC' (Fig. 15) un triangolo e dal vertice B tirisi a 
piacere la BA sulla base; indicando BC , BC' con a, a 1 rispetti- 
vamente; AC, AC' con b, b' -, e BA con c, avremo 

bz=zacosC + ccos.<4... (1)... b'=a' cos C 1 + ccosA'. .. (2) 
assbcosC +cc°ìB... (3)... u'ssib'cosC +ccosB'... (4) 

l 
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l u Supponiamo in primo luogo a— a 1 epperò C—C 1 , la diffe- 
renza di (1) e (2) darà 

b — b'—c (cos A — cos A'). 

L'ipotesi di b = b' dark cos A = cos A', e per esser A, A 1 conse- 
guenti sarà A — A' =90° : e l’ipotesi di A=90=A' darà b=b' : 
E le altre equazioni ((3) e (4)) daranno perciò B=B'. 

Adunque se da un punto si tirino su di una retta due obblique 
eguali ed un’altra retta comunque tra esse, se le due obblique di- 
stano egualmente dal piede di questa terza retta, questa sarà per- 
pendicolare alla base e inversamente , le obblique faranno con 
questa angoli eguali. 

2° Supponiamo in (3) e (4) a=za'; epperò C = C' e di più 
B = B : esse daranno cos C(b — Z> / )=0 epperò b=b'; e con que- 
sto valore l’equazioni (1) e (2) daranno cosA=cosA', epperò 
A=A'=90 (come angoli conseguenti). 

Epperò la retta che divide V angolo di un triangolo isoscele per 
metà , dividerà la base per metà e ad angoli retti. 

3° Sia b—V P equazioni (1) e (2) daranno 

a cos C — a' cos C' +c(cosA — cos A')=0 

Se supponiamo a=a' e quindi C=C', sarà A=A'=90 (come 
angoli conseguenti)-, e se supponiamo A=A , =90°, sarà azzza' , 
C=zC'. In questo caso l’equazioni (3) e (4) daranno B—B'. 

Adunque se dalla metà di una retta si tiri un altra in modo 
che un altro suo punto dista egualmente dagli estremi di essa , 
questa sarà perpendicolare alla retta stessa e reciprocamente ; e 
gli angoli che farà questa perpendicolare colle due obblique sa- 
ranno eguali. 

Sicché la retta che passa per due punti egualmente distanti da- 
gli estremi di un’altra è a questa perpendicolare e la divide per 
meta. 

Supponiamo B=B', C = C epperò a=a' l’equazioni (3) e (4) 
daranno 

icos C=ò , cosC; cioè b=b' 
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Epperò P equazioni (1) e (2) daranno 

ccos^4=ccoSi4 f ; epperò d=.4'=90. 

Adunque se da un punto si Urino due obbUque su di una retta 
e un' ai tra fra queste obblique ; se le obbUque faranno angoli 
eguali con questa e colla retta sulla quale cadono, saratino egual- 
mente distanti dal piede della terza retta la quale sarà perpendi- 
colare alla data retta. 

Dal punto B (Fig. 15) preso fuori di EC s’intenda tirala la 
perpendicolare BA e varie obblique BE, BC ' ... , la forinola fon- 
damentale adattata a’ triangoli rettangoli EBA, C'BA dark 

c=BEcosEBA c—BC cos C'BA ; epperò sark 

BEcosEBAszBC 1 cos C'BA 

L’ipotesi di BE>BC' da cos EBA <^cos C'BA; epperò 
EBA^e C'BA, cioè E A )> C'A ; l’ipotesi di E A > C'A epperò di 
EBA~^>CBA dark BE maggiore di BC 1 . 

Adunque se da un punto preso fuori di una retta si tirino una 
perpendicolare e varie obbUque su di questa , V obbliqua maggiore 
si allontanerà vieppià dal piede della perpendicolare , e sarà 
maggiore l’ obbUqua che più si allontana dal piede della perpen- 
dicolare. 

Nella proposizione precedente noi abbiamo assunto che per es- 
sere AE^eAC', era anche l’angolo EBAf> C'BA e reciproca- 
mente. Questo è evidente e se ne giudica a vista come nelle prop. 
15 , 20 , 24 ec. del 1° libro degli Elementi Piani di Euclide; ma la 
seguente dimostrazione dedotta dalla nostra formola cardinale met- 
terà tutto in chiaro. 

Suppongasi tirata da B (Fig. 15) la perpendicolare BA su di EC 
e due obblique diseguali BE—m, BC'=a' . Essendo BAC'=.9Q° 
sark BC'A < 90 (29); epperò BC'E^>90 (23); per cui sark 
BEC'^9 0 (30) onde sark m > a 1 ( 52 , 2 a parte ) : dimostrere- 
mo che AE > AC 1 ; e supponendo AE^AC 1 dimostreremo 
EBA > C'BA. A tal oggetto i triangoli BAE, BAC 1 daranno ri- 
spettivamente AEz= ni cos E AC'=a'cosBC'A: onde 
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sarà A E — AC' —mcosE — a' cosBC'A; ma è m > a', e per es- 
sere BCA^BEC 1 sara cos E> cos BC 1 A: adunque saia 
mcosE — a'cosBC'A^Oy epperò AE — AC^> 0; e quindi 
AE^AC 1 ; cioè Ì obbliqua maggiore è più distante della minore 
del piede della perpendicolare . 

Nella stessa equazione 

AE— Ad = mcosE — a! cos BC' A 

supponiamo m—a'+n, essa diverrà 

AE — AC'=a' (cos E — cos BC'A) + n' cos E 

Se supponiamo AE^AC 1 ; il 2° membro di questa equazione sa- 
rà assolutamente positivo , lo che esige che sia cosE^cos BC'A, 
ossia E^BC'A, epperò EBA > C'BA. 

Essendo (Fig. 15) c—mcosEBA, sarà 
m — c=m(l — cos EBA) : ma 1 — cos EBA è essenzialmente po- 
sitivo ; dunque sarà pure m — e]>0 ; epperò sarà m>c. 

Cioè la perpendicolare è la minima fra tutte le rette che possono 
tirarsi da un punto preso fuori di una retta su di essa. 

54. Sia ABC' (Fig. 15) un triangolo rettangolo coir angolo ret- 
to A} abbiamo veduto che la forinola cardinale dà 

b=acosC (1) e=acosfl. . . (2) 

E per essere C=90 — B, sarà 

b=asenB (3) c=asenC. . . (4) 

dividendo (3) per (2) e (4) per (1) avremo 

b c 

-=tang B. . • (5) ; — = tangC. . . (6) 

c b 

L’equazione (Ie2),(3e4),(5e6) daranno la risoluzione 
compiuta de’ triangoli rettangoli rettilinei, e si enuncieranno trigo- 
nometricamente nel seguente modo: 

Un caletto è eguale all' ipotenusa moltiplicata pel coseno del- 
V angolo adjacenie al medesimo. 

Un caletto è eguale all’ ipotenusa moltiplicata per lo seno del- 
l’ angolo opposto ad esso. 
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Un caletto è eguale all’ altro catello moltiplicato per la tangente 
dell’angolo acuto adjacente al medesimo. 

Sia ABC (Fig. 16) un triangolo rettangolo in B, e suppongasi 
dal vertice B dell’angolo retto abbassata la perpendicolare sull’i- 
poienusa AC. Facciasi ADz=b' , DC—b, la perpendicolare BD=m, 
BC=a, BA=c-, avremo 


A'=ccos A (1).. . . (b +b’)cosA=c (2) 

b=acosC (3). . . . (A + A , )cosC=a (4) 

m—b' tanghi. . . . (5). . . . m=AtangC * . (6) 

I prodotti di (1) e (2) •, (3) e (4) ; (5) e (6) daranno rispettiva- 
mente 

b'(b + b')=c\ . . (7); b(b + b')=a'. . . (8) 

m*=AA , tang J 4tangC=:AA , tang^4cot/l=AA'. . . (9) 


Liquazioni (7), (8), si enunciano così. 

Se dal vertice dell' angolo retto di un triangolo rettangolo si 
abbassa la perpendicolare sulla ipotenusa, ogni catello è medio 
proporzionale tra l’ ipotenusa e il segmento adjacente tagliato dal- 
la perpendicolare. 

L’equazione (9) ha la seguente enunziazione. 

La perpendicolare predetta è media proporzionale tra’ segmenti 
dell’ ipotenusa. 

Di più saranno simili i tre triangoli rettangoli ABC, ABD, 
CBD; giacché i due primi, oltre V angolo retto hanno l’ angolo 
acuto A di comune •, il primo e’I terzo hanno l’ angolo acuto C di 
comune, oltre dell’angolo retto: e finalmente il secondo e terzo 
hanno i lati omologhi proporzionali intorno all'angolo retto. 

55. Eliminiamo cos/l per mezzo delle due formole cardinali 

A=acos C + ccosA c=acosB + Acos.4, avremo 


b % — -abcosC -faccos B — c’=0, ossia a- s 


bcosC — cco&B 


•i i 


ma la terza forinola cardinale è 


azszbcosC 4-ccosfi; 


4 
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«celie eliminando a colla precederne, saia 

i'cos’ C— c*cos*D= 6 ’ — c'i ossia 
£*(l_cos‘ C)— c*(l — cos*jB)= 0; ossia 
bsenC=csenB} e generalizzando avremo 

a sen J 5 = 6 sen .4 5 asenC=csen4: 6scnC=csenJ5 

la cui enunciazione è che né 1 triangoli rettilinei i seni degli an- 
goli sono come i lati opposti . 

Queste formole dimostrano intuitivamente i teoremi del rapporto 
ch’esiste uà’ lati e gli angoli di un triangolo. 

56. Supponiamo che tra’ lati di un triangolo rettilineo esista una 

relazione a 1 = 6 * + c*. 

Si elevi a quadrato l’equazione fondamentale 
ecosA= 6 — -acosC-, si avrà c*cos*4=6’— 2 a 6 cosC+o*cos’C...(l) 
Sostituendo in (1) 1 — sen* a cos* , avremo 

c *(l seuM)= 6 * — 2ab cos C + a' — a' sen* Cj... (2) 

Sostituendo in (2) 6 * + c* al solo termine a’ ( ipotesi ) , c riducen- 
do sarà 

c*senM=2n6cosC + a*sen* C — 26*, 

Sostituendo c*seu* A ad a* sen* C e riducendo sarà 

6 

a 6 cosC= 6 % da cui si ha cos C= - . 

1 ' a 

Sostituendo questo valore in (1) , si avrà 

c*cos *.4 = 6* — 26* + Z>* 5 epperò cos.4 = 0 , ossia ^4=90®. 

Cioè se il quadrato di un lato di un triangolo rettilineo è eguale 
alla somma de' quadrati degli altri due lati, C angolo da questi 
compreso sarà retto. 

57. Dagli estremi A, C (Fig. 17) di un lato del ciangolo ABC 
si tirino due altre rette comunque AB 1 , B'C -> AB", B"C; AB" 1 , 
B"'Ci e s’indichino con A, C gli angoli BAC, BCA, e con A! , B', 
C' gli angoli B'AC, AB' C, B'CA, e i lati rispettivi opposti a questi 
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angoli colle lettere piccole simili : la forinola fondamentale appli- 
cata a’ due triangoli ABC, AB'C dk 

a=bcosC + ccosB. . . . . c=acosB + bcosA 
a 1 = h> cos C' +c'cosB' c'=n' cos B' + b' cos A ' 

Sommando ciascheduna coppia in ordine , sarà 

a + o = (a + c) cos B + b (cos A + cos C) 
a' -f c'—(a' + c') cos B' + b'( cos A 1 + cos C') 

dalle quali si ha 

« » h 

1 — cos B = (cos A 4- cos C) 

a + c ' * 

1 — cos B'= - A_ (cos A' 4- cos C') 
a +c r ' 

Analizziamo liquazioni (K). Potrebbe supporsi i?'> B; lo che 
si vede chiaramente ne’triangoli AB C, AB"C, ne’qualiV r3p . 
presenta l’angolo ABC o l’altro AB'C rispettivamente; poioliè 
ne’ triangoli AB' C , ABC è B'AC<BAC, B'CA<BCA, adun- 
que risulterk B'>B; e ne’triangoli AB'C, ABC e B 'AC=BAC-, 
B"CA<BCA ; adunque sarà B"AC + B"CA<^BAC + BCA- 
epperò risulterà AB'C>B. Per riguardo poi al triangolo AB 'C, 
potrebbe anche verificarsi B">B, ed infatti se fosse ACB>ABC 
supponendo BCL^LBC , e AB"' parallela a CB, e tirata una 
retta CB 'B" per C e B " preso fra A e L, risulterebbe evidente- 
mente poiché è B'"AB"=B"BC, e B'"B"A=BB"C- 

sicché sarà AB'"B '=B 'CB ; ma è B'CB>LCB ossia> B, adun- 
que sarà B'" Ciò posto nel triangolo AB'C, l’angolo B'AC 
sarà rappresentato da A', e B'C A da V e i lati BC, B'A ad essi 
opposti rispettivamente saranno a'. Vi gli stessi angoli A', ideila 
2 a formola {K) rappresenteranno rispettivamente gli angoli CAB", 
e ACB" nel triangolo AB"C; e gli angoli CAB", e ACB<" nel 
triangolo AB'" C, e i lati a', b' saranno i rispettivi lati opposti a 
questi angoli. Premesso ciò ritorniamo alla formola (K) nella quale 
è B >B (dinotando con B' l’angolo AB C , o l’altro AB"C, o 
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l’angolo B 1 " ì secondo che si riferisce o all’uno o all’altro de’ trian- 
goli AB'C, AB"C, AB'"C-, sarà 

cosi?' <£cosU; epperò 1 — cos2?<(l — cosi?'; sicché sarà pure 


— - — (cos/l + cosC)< — (cos A'-f- cosC'); da cui si ha 

a c a +c' 


a+c cos A' + cos C' 

1 ^ T J 

a ' + c 1 cos A + cos C 


equazione che per lo principio degli omogenei rimarrà verificata da 
a + c^a'+c'; cos A' + cos C' > cos A + cos C. Adunque se va- 
ni triangoli poggiano sulla stessa base , gli angoli maggiori sa- 
ranno contenuti da una somma di lati minori. 

Inversamente se supponiamo «+c>a' +</, sarà 

b b 1 — cosi S 1 — cos B' 

X+7 ' < 7+7 1 eppet! ' os/t+cosC < coU'+c,»C- ’ 
zione che darà cosB^cosB' , cioè B'~^>B. epperò 
cos.<4-{-cosC<cosyl , q-cosC'. 

58. Sia (Fig. 13) ABA'B' un parallelogrammo in cui si tirino 
le diagonali AA’, BB' che segliinsi in M: sarà 
Zi=Z» , ( ^1 = .4' = C = C' : epperò la forinola cardinale adattata 
a’ triangoli AMB' , A' MB sotto le adottate ipotesi, diverrà 

b—AMcosA + B'McosC b=A'Mc.osA + BMcosC: 

la sottrazione darà 

cos A(AM— A'M) + cosC(B'M—BM)=0 

Non potendo essere cos.4=0, cos C=0 , perchè sarebbe .4=90, 
C=90 (assurdo), sarà AM—A'M, BM—B'M. Epperò le dia- 
gonali di un parallelogrammo si dividono per metà al punto d'in- 
contro. 

Per lo punto (Fig. 19) C medio delle due diagonali di un pa- 
rallelogrammo si tiri una retta qualunque mCn; sarà (form.card.) 


mB?z.C BcosC Bm-\? CmcosCmB. .nB'-^CB cosC/f u-p CncosCnB'; 


Digitized t 


— 53 — 

ma mBC—nB'C, BmC —B' nC , CB — CB 1 ; adunque le due pre- 
cedenti equazioni diverranno 

mB—CBcosCBm+CmcosCmB. . nB'—CBcosCBm+ CncosCmB. 


La differenza darò mB — nB'= cos CmB(Cm — Cn) 5 equazione 
che porta alla conseguenza mB—nB ', Cm~Cn. Cioè se per lo 
punto d’incontro delle diagonali di un parallelogrammo si tiri 
comunque una retta fino all’ incontro de’ lati opposti, questa retta 
rimarrà divisa per metà allo stesso punto d’incontro, e i punti 
ne’ quali taglia i lati opposti saranno egualmente distanti dagli 
angoli opposti del parallelogrammo . 

Supponiamo (Fig. 19) che le due rette AA' , BB' diseguali si di- 
vidano per metà in C, cioè che sia CB—CB', CA=:CA' e si sup- 
pongano unite AB, A'B', AB', BA': i triangoli BCA, B'CA! daran- 
no b=ccosA +ocosCj bz=:c'co$ A' + acos C. La differenza dara 
ccosA — c'cosv4 / =0. . . (A). Come altre volte abbiamo osservato 


se 


potesse essere c^c 1 , sarò cos A ^ cos A', epperò A ^ A' : si 


milmente dimostreremo per via delle due equazioni 
a=ccosB q- bcosC, a—c'cosB' + Acos C che nelle stesse circo- 


stanze di A 


> 

< 


A! saia anche B 


> 

< 


B', onde si avrà o 


A + B>A' +B'; o A+B<A' + B>; epperò aggiungendo di co- 
mune C si avvererebbe uno de’seguenti assurdi 

A + B + C>A' + B' + C; A + B + C<A' +B' + C 

onde l’equazione (A) non può avere altrimenti luogo che suppo- 
nendo cz=c', A— A'; quindi sarò AB eguale o parallela ad A'B'; e 
la figura AB A'B' sarò un parallelogrammo. Adunque se due 
rette si tagliano per metà la figura che risulterà coll' unire i loro 
estremi sarà un parallelogrammo. 

59. Osserviamo ora quali sono le condizioni perchè questo par 
r.allelogrammo sia rombo, romboide , rettangolo o quadrato. A tal 
oggetto (Fig. 19) siano sulle prime AA', BB due rette qualunque 
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che si tagliano per metà in C: applicando l’equazione fondamen- 
tale a’due triangoli BCA, BCA' sotto le condizioni CA'—CA, 
BA'C—CAB', BCA'=m—BCA, si avrà 

AC=BAcosBAC + BCcosBCA 

A'C—AC^BA'cosBA'C— BCcosBCA, 

Sottraendo si avrà 

BAcosBAC— BA'cosBA'C +ìBCcosBCA—0. . . (h) 

In due modi può verificarsi questa equazione, 1° BA—BA 1 , 
epperò BAC—BA'C; e cosBCA—0 cioè BCA— 20 ; 

2° BCA— 90°, cioè cosBCA—0 epperò BA—BA 1 , cioè 
cos BA C= cos BA' C, 

La prima ipotesi ci dice che nel rombo l'angolo delle diago - 
noli è retto: e la 2 a che se in un parallelogrammo obbliquangolo 
l’ angolo delle diagonali è retto, esso sarà rombo. 

Supponiamo in secondo luogo BA, BA' diseguali, l’equazione (fi) 
potrebbe verificare cosBCA—0 cioè BCA— 00 nel solo caso che 
fosse BA ; BA'—cosBA'C ; cos B AC; Ina questa proporzione è 
assurda ; poiché supponendo BA > o < di BA 1 , sarebbe BA' C <( 
o > di BAC, assurdo (52 2® parte ) ; adunque non può essere 
cosBCA—0. E reciprocamente se non è cosBCA—0 non può 
esser neppure BA=.BA' . Adunque generalmente se dhe rette di- 
seguali si tagliano scambievolmente per metà, unendo gli estremi, 
si avrà un rombo se si tagliano ad angolo retto e un romboide se 
si tagliano ad angolo obbliquo, e inversamente. 

Supponiamo ora AA! , BB' eguali, epperò eguali le loro rispet- 
tive metà CA, CB; sarà CBA—CAB, che indicheremo rispet- 
tivamente con A=B ; l’equazione fondamentale applicata al trian- 
golo ACB darà 

c=acosB -J- bcosA—da cos B—Qb co» A> 

Dippiù il triangolo BAB' dà 

c =2«coa B + AB’ cosBAB : 
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eliminando c tra queste due equazioni si avrà 

2«cos B=2acos B + AB 1 cos BAB 1 ; epperò cos BAB' =0 

cioè J?-i/? , =90: sicché il parallelogrammo AB A'B' sarà ret- 
tangolo o quadrato. 

Vediamo quando è un semplice rettangolo e quando un quadra- 
to. A tal oggetto riteniamo l’ipotesi di CB—CA ossia di a=b ep- 
però A=-B. 1 triangoli BCA, B'CA, sotto la condizione di 
BCA' — BCA, daranno rispettivamente 

BC=a—ccosB + òcos C... b=.a——bcosC-\-AB'cosCAB' 

La differenza darà 2ò cos C-j-c cosi? — A B' cos CAB' =0 
Se si suppone c — AB — AB' epperò A— CAB' (a) ossia 
CAB=CAB' si avra cos C—0 e C=90 ; se poi non è AB=AB' 
P angolo C non potrà esser retto. 

Adunque se due rette eguali s'inler segano ne’ loro punti me dii , 
il parallelogrammo che ne risidterà unendo i punti estremi sarà 
quadrato o rettangolo, secondo che s’ incontreranno ad angolo 
retto o pure obbliquo. 

Possiamo anche dimostrare facilmente le inverse delle proposi- 
zioni precedenti (59) ; cioè che nel rombo e nel romboide le diago- 
nali non sono eguali , e che lo sono nel rettangolo e nel quadrato. 
Infatti (Fig. 19) i due triangoli BCA, BAB' danno rispettivamen- 
te (equaz. card.) 

c=acosl? + òcosA... c=2tzcos B + AB' COS BAB', 


la differenza di questa darà 

a cos B AB' cos BAB 1 — b cos .1=0 (il/) 


Se BAB' è retto, sarà acosB—bcosA; la quale potrà ayer 
luogo in due casi 1° a—b, 2° cos A— cos B, una delle quali condi- 
zioni dipende dall’altra (52); a * ò=cos.4 * cos B : questa propor- 


zione è assurda, poiché nell’ipotesi a dà A ^ b-, adunque ò 


(a) Essendo AB — AB' e BAB' = 90, il parallelogrammo sarà quadralo 
onde la diagonale AAf dividerà per metà l’angolo BAB ' (34). 
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a=b, epperò A=A: dunque nel quadralo e nel rettangolo la 

diagonali sono eguali. 

Se poi non è i?AJ?'=90 , non può avverarsi nel l’equazione (Af) 
a=b ; lo che mostra che nel rombo e nel romboide le diagonali 
sono diseguali. 

60. Abbiamo dimostrale le relazioni ch’esistono tra’ lati e gli an- 
goli opposti de’ triangoli quando hanno, 1° un angolo eguale com- 
preso fra due lati rispettivamente eguali} 2° due angoli eguali ad- 
jacenti ad un lato eguale; 3° due angoli eguali e eguale un lato 
opposto ad uno di essi. Andiamo a considerare queste relazioni sotto 
l’aspetto più generale. A tal oggetto analizziamo le seguenti due 
forinole dell’equazione fondamentale 

£=acos C -J-ccosA c=«cosl? + icos4 


Moltiplicando la prima per l e la seconda per c e sottraendo si 
avrà 


b % — c*—ab cos C — accosB. 


Si moltiplichi per a l’equazione a=bcosC -\-ccosB e’1 pro- 
dotto si sommi colla precedente si avrà 

(1) a 1 — c I =2nicosCj e per simmetria 

(2) a 1 +c’ — Z> J =2«ecosZ? 

(3) b* + c 1 — a J =2Z>ccos A (a) 

Prendiamo 11114 di quest’ equazioni , per es. la terza e facciamo 
variare l’angolo eli’ essa contiene e’1 lato opposto, avremo 

(V) b' -J-c* — n ,1 =2i>ccos A 1 

Nell’ equazioni (3) e (4) se supponiamo a—a’ , risulterà A=A' 
e reciprocamele; se poi supponiamo n>a', sarà 

b* +c* — +c -1 — a'*, epperò cosA^cosA 1 cioè A>A'. 

(a) Queste forinole si hanno parimente sostituendo il valore di 

a — b cosC. c-acosJJ . 

cos li = in cos .4= r j ed eliminando cos t per mezzo 

a 0 

v h — c cossi 

d» cos C= . 

a 
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E se reciprocamente supponiamo A]> A', sarà cosA<CcosA' epperò 

b * +c* — 2£ccosA>&* -J-c* — 2Z>c cos A 1 cioè a)>a'. 

Si deducono dunque dall’equazioni (3) e (4) intuitivamente le 
verità enunciate dalle proposizioni 4, 8, 24, 25 del 1° libro degli 
Elementi di Euclide. 

* (*) Ma sarà più utile il trattare direttamente l’equazione fonda- 
mentale sotto le condizioni a=a! , b—U , per delle utili 

riflessioni alle quali dà luogo, come lo abbiamo fatto per a=a', 
b-=zV C—C. Avremo dunque dietro l’ ipotesi adottata 

a=bco&C -{■ ccosB . . . a = bcosC' -fc/cos B 1 ; 
£=acosC + ccosA. . . b=acosC l +c , cosy4 / 

Eliminando a, b, successivamente, avremo 

fj c 

cos C — < cos C' = — cos £' — -cosB. . , 
b b 

c 1 c 

cos C — cos C’= — cos A' cos A ; 

a a 

ma è per ipotesi cosf — cosC' <0; adunque sarà parimente 

c c? c 

— cosA'<— cos A. . . -cosB'<£,-cosB.... (M). 
a a b b 

L’ipotesi di C> C l esclude la simultanea esistenza delle seguenti 
due altre ipotesi 

l a cos A' = cos A, cosB'=eosB; 2 n cos A' > cos A, cosB'>cosB: 
Poiché la prima darebbe A— A!, B—B'x e la seconda A)>A', 
B>B', risultati entrambi assurdi; poiché essendo C^> C , sareb- 
be in entrambi i casi A -f- B + C^>A' + B' + C' (assurdo). Al 
contrario sono ammissibili le seguenti ipotesi coll’altra C)> C' ; 

3- 1 cosA'<(cos A, cosB’<(cosB; 4 a cosA'~cosA, cosB'<cosB; 

poiché la 3 a dà A! > A , B' B , e la 4 a A'^A , B' B , le 
quali combinate con C'<C possono soddisfare alla condizione 
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A+B-i- C~A' + B 1 + 180. Adunque fa uopo che un an- 

golo almeno A 1 o B 1 sia maggiore del suo corrispondente A o B. 
Supponiamo dunque B’^>B, potendo essere A! maggiore eguale 
o minore di A. In tal caso nella seconda equazione (Af) sara 


c r c 

cos 2f'<e os B, ed essendo indeterminate B , B 1 , sarà — < — , ep- 

b b 


però c>c'. In fatti le due equazioni (Af) avendo luogo nel tem- 
po stesso e potendo essere così4'=cos A, o cos .4' > cos .<4, l’equa-». 
c? c 

zione — cos A'< — cos .<4 considerata numericamente non può ave- 
a a 


re altrimenti luogo insieme colla possibilità delle due precedenti 
condizioni che colla sola ipotesi di c^>c f . 

L’ equazioni (1) , (2) e (3) (60) si enunciano , il coseno dell’ an- 
golo di un triangolo è eguale al rapporto della somma de’ qua- 
drati de’ lati che lo comprendono diminuito del quadralo del lato 
opposto al doppio prodotto degli stessi lati che lo comprendono. 

61. Siano b, c i due lati di un parallelogrammo contigui al- 
l’angolo A; e b', d, A! i corrispondenti lati e angolo di un al- 
tro parallelogrammo. Tra queste quantità esista la condizione 

b b' 

— = - , A — A 1 : saia C—C', B—B' (44) : e l’equazione car- 
c d 

dinaie con queste condizioni adattala a’ triangoli risultanti da’lati e 
dalle diagonali di questi parallelogrammi divcrrk 

(K) . . . b—acosC q- e cos .1, b' —a! cos C -p d cos A . 


Dividendo la prima per c e la seconda per d , si avrò 

b a A cd • 

— — cos C + cos A — = — - cos C + cos4. 

c c c c' 

La differenza da ( ^ cos C =0 j epperò - = — (1) : 

d J c d 

dividiamo la prima dell’ equazioni ( K) per b e la seconda per V , 


saia 


. « _ . c A a c 

1 — t* cos C -p — cos A , .... 1= — cosC + ttCosìI; 
b b b b 
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C C 

Essendo -= — per ipotesi , la differenza dark 
b b' 


^-^cos C=0; epperò sara — . . . (2). Eliminando a 
b b J b b 


tra (1) e (2), risulterà — = — 


Adunque saranno próporzionali i lati de’ parallelogrammi pre- 
detti : ma essi sono pure equiangoli per lo parallelismo de’ lati op- 
posto. Adunque se due parallelogrammi hanno un angolo eguale 
fra due lati proporzionali, sono simili. 

Epperò ( Fig. 20 ) se si prende nella diagonale del parallelo- 
grammo A4' un punto m da cui s’intendano tirate le mb, me ri- 
spettivamente parallele a’ lati del parallelogrammo il nuovo pa- 
rallelogrammo bc intorno alla stessa diagonale avrk Bbm—BAB' e 
Bb l bm—BA ; AB'. Cioè sono simili i parallelogrammi che sono 
intorno una stessa diagonale. 

Siano simili i due parallelogrammi AA' , bc e abbiano l’angolo 
in £ di comune: facciasi Bb=b' , BA=b, bm=c' , AB'=c e p- 
b b> 

però per l’ipotesi - = - ; sia ABB' — C; bBtn—C'j BAB'=A, 
Bbm—A', BB—a, Bui— a', sarà 


• £=ccos4 -J- acos C b'=c r cos A' -pa , cos6 v : 

dividendo la prima per a e la seconda per d, si avrk 

-=. 00 % A 4 - - cos C. .... ^7 =cos4' 4- ~ cos C; 
c c e c 

■ ■ ò b ' a 

ma e per ipotesi ; adunque sara 


. Ct> , . . Cl >■»# 

cos A + — cos C — cos A' A- -7 cos C, 
c d 

Ed essendo A, A 1 , C, C 1 delle quantità indeterminate, saia 
a a ' 

cos 4= cos 4', — = — e cos C=cos C', 
c d 
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quest’ ultima da C—C' ossia' LBinr=.ABB' •, onde le diagonali Bin, 
BB' coincideranno. Epperò i parallelogrammi simili che hanno 
un angolo comune sono intorno alla medesima diagonale. 

62. Adattando (Fig. 13) la formola a*=& 1 +c* — 2bc cos A (59) 
a’ triangoli formati dalle diagonali AA', BB del parallelogrammo 
c innestandovi la condizione di b—ll, a=zd, Am=mA', Bm—mB 
cosAtnB' ^zcosBmA r = — cosAmB— — cosB'mA', si avrà 

2c*=2vlm* +2 Bnd + 2^4m in mB cos AmB 
2&’=2^4/n* +2 Bui* — 2 Ani in mBcosAmB. Sommando 


AB'+BA'* +A'B'' + B'A'=kAm' +I>Bm'=z(2A m y +(2fi M )*= 
■s=AA!'-\ BB". Cioè la somma de’ quadrati de’ lati di un paral- 
lelogrammo è eguale alla somma de’ quadrati delle diagonali. 

63. Intendasi (Fig. 21) diviso per metà l’angolo C di un trian- 
golo A'CA colla tettò CB, ne sorgeranno due triangoli BCA 1 , 


Q 

BCA, i cui angoli saranno rispettivamente — , A, B co’ lati op- 

Jt 


posti c, a, b, e — 

é* 


, A', e 2?' =180 — B co’lati opposti d, a, b' . 


La formula fondamentale applicata a questi triangoli sotto le con- 
dizioni precedenti data 


a=b cos — -f-ccos 2 L . . 

Jt 


. . a=.b ' oos ji - — d cos B'; 


e abbiamo posto — avanti d cos B' per notare che d c preso dia- 
metralmente opposta a c: or è cos ZF= — cosi? perchè Z?'=180 — B, 
adunque le due precedenti equazioni saranno 


rt=icos— +ccos B. 
J* 


a=b' cos — 4 -c/cosB. 


c c 

Eliminando a sarà b cos i'cos - -ptcosB — dcosB—Q (/i) 

2 2 


Non potendo essere insieme cos — =0, cosi?=0 5 poiché nc 
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verrebbe l’assurdo — =90, J?=90, l’equazione (/i), in due modi 
potrà verificarsi questa equazione; 

c c 

1° O b = V, c=c'j 2° Acos — +ccos2?=0; b'c os pc'cosJ?=0 

La prima condizione non è ammissibile che nel solo caso del 
triangolo isoscele; epperò non può essere adottata sotto l’ipotesi in 
tesi in cui il triangolo è un triangolo qualunque. Adunque non 
potremo ammettere che l’altra condizione, cioè 

C C 

òcos— +ccosJS=0; A'cos — +ccos5=0 

2à 2 


le quali danno 

b 


cosi! 


b' 

,=— ; cioè b ; b'=c * d 
c 


cos 


2 


Cioè se un angolo di un triangolo si divide per metà, i lati che 
lo comprendono saranno proporzionali a’ segmenti del lai oppo- 
sto tagliato dalla retta che divide il detto angolo per metà. 

Supponiamo inversamente che una retta CB tirata da C sul la- 
t’ opposto A A' divida questo in due segmenti c, d in modo che 
b V 

sia— = — . L’equazione fondamentale applicata a due triangoli 
c d 

ACB, A' CB’ sotto la condizione di 2?' = 180 — B diverrà 
(fc). . . a=bcosC -pccosl?. .... b—l/cosC'—dcosB: 

ma perchè d è preso in senso opposto a c per rispetto agli angoli 
B, B', scriveremo questa seconda equazione cosi 
a=zb' cos C 1 -t-c'cosl?. Sottraendo questa equazione dalle prime 
dell’ equazioni (A) si avrà 

( k ). . . bcosC -{-ccosB — b'cosC 1 — c' cosB=0. 
Possiamo mettere l’equazione (A) sotto la seguente forma 

bcosC— b'cos C' + (c — d)cosB~ 0. 
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In questa equazione non possiamo generalmente adottare la con- 
dizione di c — c'—O , o di cosfi=0, le quali condizioni hanno luogo 
nel solo caso del triangolo isoscele o equilatero (53) ne’ quali bssL' 
c=c J , fi=fi'=90. 

Adunque l’equazione ( k ) non può avere altrimenti luogo che 
supponendo ècos C + ccosfi=0 . l' cos C 1 +t , cos'J?=0. La pri- 

c 

ma di queste due equazioni da cosC= — -cos B ; e la seconda 

c? c / c c? \ 

cos C'~—~ — cos fi = — — cos fi ( per l’ipotesi di -= — ): adun- 
ca b \ b b' / 

que sarò cosC=cosC', cioè C=C'. Cioè se un lato di un trian- 

golo si divide in due parti proporzionali a’ rimanenti lati, la retta 
che unisce il punto di divisione all’angolo opposto a detto lato 
dividerà questo angolo per metà . 

(*) Questa proposizione e la precedente si deducono quasi intui- 
tivamente dalla forinola òsen (7==csenfi dedotta pure dalla nostra 
equazione cardinale (55). Infatti i due triangoli ABC, A'BC dan- 
no òsen (7=c senfi; b' sen C 1 =c' sen fi , =sen fi (h) : se 

supponiamo in quest’ equazioni C—C 1 sara bsenC=cseuB , 
b'senCzzzc'senB; epperò b ; b'=c ; c' ; e se supponiamo in (A) 
b * b'—c ; c J , ossia b ; c=.U \ c', sara senfi * senC=senB' ! senC'; 
ond’ essendo senfi=senfi', sara sen C=sen C 1 , cioè C=C'. 

64. Sia ( Fig. 8) BCA un triangolo acutangolo e BCA' ottu- 
sangolo in C' ; supponendo abbassata la perpendicolare da fi su 
di ACA' (31)-, si avrà CD=acos C— — a cos C': epperò (23, 59) 

fi-4’=c*=d a -f i* — 2abcosC—a* — 2Z> in CD=z 

—BC* + CA % — 2AC in CD; 

+0” + 2ab'cosC‘=a* +Ò 1 + 2Z.' in CD= 
=BC 1 + CA' i +WC in CA> 

equazioni che danno il rapporto tra’lati opposti ad un angolo acu- 
to, o all’ottuso di un triangolo, per rispetto a’iati che li compren- 
dono e al segmento compreso tra gli stessi angoli e’1 piede della 
perpendicolare abbassata sullo stesso lato adjacente dal vertice del- 
l’angolo opposto. 
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Supponiamo (Fig. 8) che sia 

BA* = BC * + CA 1 — 2AC in CD. . . 
BA'^BC +CA'+ZA ’Cin CD 


ossia c 4 = a*+Z> 4 — 2ab cos C. . . c" x =a* -f- 2ab' cos C'i 
queste due equazioni daranno rispettivamente 


cos C= 


'+£' 4 . 


2 ab 


cos C' 


_c ,% — (a 4 + £ 4 ) 

2 fb ’ 


ma è « 4 + £ 4 >c 4 e </ 4 <(a 4 + Z> ,J ) : adunque sarà cos C)> 0 , ep- 
però C<^90; cos C 1 <0, cioè C' 90 (23) le quali dimostrano la 
proposizione inversa della precedente , e per rapporto all’ angolo 
acuto e al? ottuso. 

Sia nel triangolo AB A' ( Fig. 8 ) C il punto medio di A A 1 , e 
suppongasi unita BC; suppongasi abbassata da B la perpendico- 
lare BD su di AA! , il triangolo BCA sarà acutangolo, e l’altro 
BCA' ottusangolo in C' (31) ; epperò sarà cos C' = — cos C (23): 
onde avremo (59) 

c 4 =a 4 -F& 4 — 2a£cosC c ri —a 4 +£ 4 •\- < 2abcosC 

La somma darà 


. c‘ + c ,4 =2a 4 +2£ 4 ; cioè BA* + jB/t ,4 =2J?C’ 4 -f-2C^ 4 . 


Cioè se dal vertice di un angoló si tiri la retta sulla metà del 
lato opposto, la somma de’ quadrati de’ lati che comprendono 
questo angolo sarà eguale al doppio della somma de' quadrati 
fatti, uno sulla predetta congiungente e l’altro sulla metà dello 
stesso lato. 

65. L’equazione fondamentale si ponga sotto la forma 
a b 

— — — cos C + cos2?; 
c c 


, sen.4 a seni? b . 

sostituendo — ad — (55) e — a -, si avra 

senC c senC c 

sen yj SCI1 B 

- = — — cos C-f- cosi?, ossia sen4=senficosC-t- sen Coos lì; 

sen C sen C 
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ma è senA—sen(B + C) (23, 30); adunque sarà 

sen(B + C)=sen ficos C -f sen CcosB. . . (1) 


Ponendo in questa formula — C per C, e sapendosi die 
sen— C= — sen C (22) si avrà 

sen(Z? — C)=sen.ffco5 C — sen CcosB. . . (2) 

Cioè il seno della somma o differenza di due angoli o archi è 
eguale al seno del primo moltiplicato per lo coseno del secondo 
più. o meno il seno del secondo moltiplicato per lo coseno del 
primo. 

Se l’espressione sen (B+C) si riferirà al raggio r: bisognerà scri- 
vere rsen (B + C) (19) ; onde sarà - 

, „ . „ sen B cos C + sen C cos B 

sen (B + 0= = • 

— r 

Nella equazione fendamentale b—acos C -{-ecos/1 sostituiscasi 
il valore di c preso dall’altra simile formola c=£coszl + a cos B; 
si avrà 

fc=acosC+ coa4(5cos4 +acosff)=a cos C + b cosM +a cos^4cos5, 
da cui si ha 



( 1 -— cos* A) b — a ( cos C + cos A cos A) ; ossia 


sostituendo 


— sen*^4=cosC + cosvlco5 B. . . (fc) 
a 


sen B b 

a —, e riducendo sarà 

sen vi a 


cos cosAcosB +sen.4sen.Bj ma è 
cos C— — cos(/l + 2?) (23 e 30); adunque sarà 
• cos <A+B) =:cosAcosB — sen A sen B. . . (3) 

E cambiando B in — B, e sapendosi che sen — B — — sen B ; si 
avrà 

cos(4 — B)=cosAcosB + senAsenB. . . (4). 
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Cioè il coseno della somma o differenza di due archi è eguale 
al prodotto de' coseni meno o più il prodotto de’ seni. 

Se il raggio invece di 1 fosse r, si avrà 

rcos (4 + U) = cos AcosB + seri A sei) B. epperò 


(iV).... 


co s(A + B)= 


cos Acos B _j_ sen A sen B 
r 


t c , ... . . cos C + cos A cos B b 

l^a lormola («) cioè — = — dimostra chequan- 

« seti jtm. et 


do in un triangolo sono dati i soli angoli non è noto che il solo rap- 
porto de’ lati ; lo che è analogo a’ teoremi de’ numeri 39 e iO. La 
stessa forinola (h) potrà impiegarsi per avere un lato di un trian- 
golo per mezzo degli angoli e di un altro lato, comechè sia più 
semplice ricorrere alle formole del n.° 55. 

O Potrebbe osservarsi che le formole sen(A+B), e cos(zl+2?) 
non sono generali ; ma che sono vere tra’soli limiti di 0 e 180 , es- 
sendo state dedotte dall’analisi de’ triangoli rettilinei (30). Questa 
opposizione svanirà subito , tostocchè si rifletterà che 
—(•4 + B)— comp. ( 90 B) ) , epperò 

sen — (A + B)=s— sen(A + B)=cos ( 90 + (A-f B) ) ; onde 
sen(/i + B )= — cos ( 90 -f- (.1 -f B) ) : parimenti sarà 
cos — ( A + B)=cos(A + 5)=sen( 90 + (4 -f- B) ) ; 


per le quali formole il limite superiore di A -f B si troverà avan- • 
zato di altri 90°, e così potrà continuarsi : onde le precedenti for- 
mole sono generali. 

(*) Siano ? e 6 due archi , sarà 

sen*? +cos“?=r' (28); sen*6 +cos*6=r*; cioè 
r* = (cos? +sen?yZT) (cos? — sen?yH7); 

r* — (cosò q-senOyZTT) (cose — sen 8 y UT); 

5 
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epperò moltiplicando membro a membro , sara 

r 4 =[(cos^+sen^Y— T) (costì + sentì y~f)] 

£(cos*— sen*V=T) (costì— sentì V^T)] = 

[ (cos * cos 6 — sen $ sen 6) + (sen * cos A + sen 6 cos *) V ] 

[ (cos ^ cos tì — sen ^ sen 6) — (sen ^ cos 6 + sen tì cos yZT ] = 

[ rcos fa + 0) + r sen (* +tì)V ] [ rcosfo +fl)— rsen (* +6)yHT ] 
= r* ( cos* (? +A) + sen’ ($ +tì) ) $ 

onde , dividendo per r* saia 

sen’ + 6) + cos* (n + •) = r> (*) 

Facendo 0 — , qualunque sia il valore numerico di n, sara 


sen’(n + 1)$ + cos*(« + l)^=r*. . . ? . (2) 

Le formolo (i) e ( 2 ) sono la stessa forinola del n.° ( 28 ) , ma ge- 
neralizzata. 

66. (*) Indichi « la circonferenza circolare , e facciamo nelle 
forinole di sen(^ + 0), cos (^> + 6) , y eguale successivamente a 
* * 3 , 

4 ’ 2 ’ 4 * ’ 


(*0 


sen 


sen 


sen 


^ + tì^=costì... •, cos 
g ± tì) = + sentì-, cos 

<£•> 


•costì: cos 


^ + tì^ = 4. sen tì 

( - 4-9 ) = — costì 
2 - ) 

G*)-* 


4 -sontì 


( sen (ir + fl) + sen 8 ; cos (ir + 9 ) = costì 


le quali formole sono identiche a quelle che abbiamo per altra via 
ottenute ( 23 ). 
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67. E sarà pure 

* n (n« + 0=sen(^±i ,) = i. 

cos ( w + f )= cos (^-)=0 

*"( "* + £)== sen (^V^ *)=0; 

C0S («* + 1) =cos (~^ a=— 1 

* en ("* + 5*)™ (~4- «)=-' \ 

cos^««- + - f r^ = co5^^Ì? *.^—0 

sen («* + *) =sen (« + 1) * = 0 ; 
cos {n« + «r)= co» (n + 1) «= 1 
Epperò si avrà 

sen C^?^ ,r ~0 =cosAi co, C^^*— 0** :,a,A 

Sen (^~ <r ±0 ==!f: ® enAi cos (— 2 ^*± a )=-co»A 

sen (“T~ ,r ± À )=— 1 cos *i cos (— *±^ = + seni 

sen[ (»t"4*l)«’±A] = +sen b-, cos [ (n + l)# + i ]=cos 3, 

le quali paragonate colle altre (Jf) (n.° prec. ) ci mostrano che 
non cambia il valore delle linee trigonometriche di mrarco, quan- 
do a questo si aggiunge un numero qualunque di circonferenze. 

68. Le forinole di sen(* + 9), sen (*—«), cos(*+9), cos(,— 9 ) 
danno colla somma e sottrazione 

| sen (t + ®)“f"Sen(^»— 9)=2sen^cos9 
(P) ) sen (? + #) — sen (^ — 6) = 2sen 9 cos ? 

\ cos($— -9) + cos(<f + 9)=2cos^cos9 
* cos(f — 9) — cos (?+9)=2sen ? sen9 
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le quali, facendo 6=m? , diverranno 

sen(m + 1 )* +sen(m— l)*=2sen*cosm? 

sen(m + 1) ? sen (m— 1) ?=2cos ? sen w, 

c08 ( m _ 1) f + cos (m + 1) * =2cos<*cos m* 
coi (m— 1) f — cos (m + 1) t =2sen* sen 

E facendo nelle forinole (P) ^ + 8==n; ? 6=*, saia 

e 6== (1^.; onde le forinole (P) diverranno 

”1”’ 2 ’ 

|A+X (A — X 

sen (* + sen X = 2sen — cos — g-»- 


(' Q ) 


(A X (A + X 

sen ( a— senX==2sen — — cos— — 

\ _ fA+X (A X 

| COSX+COS(A=2cOS — — — cos — — 


(a-4-X (a— X 

cosX — cos (a =2 sen — — — sen — — 
2 2 


E queste forinole colla divisione dell’ una per l’altra danno 

(A + X 


(A + X 
tane 

sen (a +senX D 2 senfA +senX 

sen (a — senX (a— X cosja+cosX 

tang 


2 


2 


(«) 


\ senfA +senX (a— X sen(A— senX __ ^ (a +X 

cosX— cosfÀ - C 2 ’ cosX — cos (a 2 

^senjA — senX |a— X cos X + cosa 

[ cosX + coS(a ^ 2 ’ cosX-— cos(a . 

H-b* t* — * 

cot -g- cot — 


(*+^ , <* V 

= cot— 2~ 


tang 


A— X 


tang 
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69. Le stesse formole di sen(?-f-<0> cos(?+6) danno nell’ipo- 
tesi di ?=0 


_ 2sen?cos © 2sen? Vr*— sen’? 2cos? Vi— cos* <® 

sen2?= = =— 1 

r r T 

cos*?— sen’? r*— 2sen‘a 2cos*?— r* 

cos 2 ? — — = - = : 

r r r 

e questa ultima equazione da 

, r’— rcos2? r*+r<os2? 

(!)••• sen ? = - ; (2 )... cos*?= 


2 


(*) Ponendo in (I) e (2) ? per 2? , e per ? , si avrà 

A 


? r* rcos? 2r* 1 1 r .. 

=— + -rsen^-rsent— - Vr’-sen*?= 


2 2 2 4 4 


r’ rsen® r* rsen? 1 „ , , 

= 4+ — + i 4 

= £ ( r * + r sen 0 — ~ Ve'» — r* sen 1 ? + (r* —rsen ?)= 


ottiene 


= £ ^ (V r* + rsen? — Ve’ — rsen?^J ; da cui si otti 

|=2 ^Vr* + /• sen? — Vr’ — rcos?^ (m) 


sen 

(*) E parimente sarà 


« r* rcos? 2r’ 1 1 r..- 

cos +~H“=— + r rsen ^—i rsen ^+3V'' 


4 ‘ 4 


2 


— sen 


= £ (r* + rsen?) 4 - Vr 4 — r*sen , ?-f* - (r*— rsen?) = 
= £ 2 r> + r5 «i? + Vr 1 — rsen? )]■ , onde sarà 

cos ? = - ^Vr 1 -j- rsen? + Vr’ — rsen?^. . . (71) 
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70. Dividendo sen ^ - — - C °** 

Jà 


2 per C0S 2 


♦ \f 1+0» * 

- — \ ò ; 


si avrk 


1 — cos* 


tang 


t A / 1 — cos^ a /(l— cos*)* 1 — cos* cos* 

2 " 1+cos* v 1— cos*o seno tango ~ 


1— cos’ai sen* 


tang ^ 


V 1+-4 

W rtA» 1 


«qft— 1 _ Vl + tang»*— 1 _ 

tang* tang* KP) 1 


oot * 


cot* 


col* [^ 1+ i^“ 1 ] :=Vcot, * +1 “ c<>t * : w 


e similmente sarà cot ~ = = 

2 * 
tang- 

sen* , x tang* 

. =(p ) ______ ( fl ) 


1—005 ? Vi + tang’* — 1 Vl+cot’*— col* 

(*) Si hanno anche altre espressioni della tangente e della co- 
tangente della metk di un arco. Così per es. abbiamo 


tang 


* A / 1— cos* a / 1 — cos’* sen* 

Ql * 4 I a. * ( 4 _L Ano 4 J /*AC 


i+cos* 
tang* 


sen* 
cos* 

(1-f-cos*)* 1+cos* seg*+l 
1 


Vi +tang**+l Vcot** + l+cot* 


Epperò essendo cot= sarà 

tang 


^?=l±^^^i= Vl+Bn8,t+1 =v^vP + c Mt . 

2 sen* tang* tang* 
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71. Avremo parimente 


sen + sen ? cos 9 + sen 9 cos ? 

tang(?+9) = — — = 1 == 

— cos(? +6) cos ? cos 6 -f. sen ? sen 9 


Epperò sarà 
c °l(«±®)= : 


tang<f+taDg9 cot9+cot? 
1 4!tang?tang9 cot?cot9 4ll 


1 l-f.tarig?tang9 cot?cot9 .f. 1 

tang(f + 9) tang^ + lang9 cot9 + cot? 


72. Facendo <p=9 nelle precedenti forinole , si avrk 


tang2? = 


2tang? 2cot? 


1 — tang’? cot 1 ? — 1’ 


1 — tang ? cot ? — i 

e col 2®= — — — . 

2tang? 2cot? 

(*) Abbiamo 

, . . (sen?cos9+sen9cos?) , . . 

sen(?+9)=cos?cos9 — =cos?cos9(tang?*rtang9) 

““* cos?cos9 

Epperò sara 

sen(?+9) sen (? — 9) 

(h). , . tang?4-tang9 = -, tang? — tang9 = 

v ' OT ^ cos? cos 9 cos? cos 9 

Parimente 

- . v (seri? cos9+sen9 cos?) . . , . 

senf?+9)=sen?sen9 = =sen?sen9(cot9+cot?) ; 

sen?sen9 

d’onde si deduce 

... sen(? + 9) sen(? — 9) 

(fc). . . cot?+cot9= -, cot?— *cot9= — . 

sen?sen9 sen?sen9 


Digilìzed by Google 



Moltiplicando tra loro membro a membro le due equazioni (A) 
e le altre due ( k ) , si avrà 

, . sen(4. +6)sen(* — 9) 

tang’ ? — tang 9 = H l . 

6 T 6 cos ^ cos 9 ’ 

. , senf® -f9)sen(® — 9) 

col « — cot'9= - . 

sen’fsen’9 

73. L’equazione fondamentale da cos.4~ ; cioè (69) 

/ b 

- 4 c « c a/a'+c 1 — b % \ 

1— 2sen* — — -cos5=- — — [ ) (60) == 

2 b b b b\ Zac / ' 

c a’+c’ — b % 

b 2 bc 

Liberando da frazione e ordinando , sarà 

A 

Wcsen*— =a’— -(6* — 2Ac + c‘)=a'-— (A— c)‘ = 

Zi 

(a + A— c) (« — A + c); e perciò 


(r). 


sen 


sen 


i 

fa+b — c} fa + c — b\ 

A 

l 2 )[ 2 ) 

2“ 

| 

bc 

fb + c — a} fa + b — 


, 2 J [ 2 ) 

2 

l 

ac 

fb+c — ^a+c— ’A^ 

ta| 

II 

l 2 J ( 2 ) 

ab 


Sostituendo (69) 2cos’ — — 1 a cos A nell’equazione cardinale 


c—acosB 

cos 4 = , si avrà 


0 ,A c acosB c .(a’-fr-c 5 — b ’) 

2 ”“À À £ 2fo 5 
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cioè, liberando da frazione 


kbc cos* — ~ A‘+2Ac+c*— a’; 
2 


= (i +c)* — a’=(A + c + n) (A +c— a), cioè 
/A + e + o\ ( A-fc — a"\ 


cos 


(« 0 - 


4j 

t 2 712 7 

2 

he 

* J 

fA + c+a\ fa + c — A\ 

^ 2 7l 2 7 

2 

oc 

» 

J 

fA+c + a^ fa + b — 

C ’ 

l 2 7 1 2 7 


2 


<iA 


E dividendo P una per l’altra rispettivamente P equazioni (T) 
per le (i/) , si avrà 

a + A — c\ fa + c — Ai 


(n- 


fa + b — fa + c — A^ 

é • 

( A-J-c — fa + b — 

2 y v 2 7 

ia "* 2- ^ + c + a ^ a+ 7=ÀJ ’ 

fb + c—a\ f a + c — A\ 

, ,C [ 2 71 2 7 

® 2 ^A + c + a^ ^ a-f~A — 
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74. Si elimini a per mezzo delle due foratole dell’equazione 
cardinale, b—acos C + ccosA ; c—acosB + b cos A , si avrà 


i—ccosA c — AcosA 


cos C 


cos B 


; da cui si avrà 


cos B c — AcosA 


co sC b — ccos A 


; eppero 


cos B c— -&cosA 

~± 1 = I 7 ± 1 ; cioè 

cos C b — ccosA — 


cosB+cosC (c-j-i)(l — cósA) 2(c + i)sen ^ 


cos C 


b — ccosA 


b — ccosA 


cos 


„ _ , 2(c-“ilcos’ — 

B — cosC (c-— b) (1 +cosA) v * 2 

b — ccosA 


cos C b — ccosA b — ccosA 

dividendo la prima di queste due equazioni per la seconda, si avrà 

cos 2? -j- cos C c+£ A . cosC+cosB b+c A 
cos B—cosC ~~c—b lan ^ 2 ’ ° SSIa cos C — cos B b—c 2 ’ 


ma 

cosC+cos,B 
cos C — cos B 


B—C 

cot 

2 

fi~7~C ( 68 > ( R ) ) j adunque si avrà 

tang— 


cot 


tang 


B—C 

2 

B + C 

2 


b+ c , 

- lane — ; da cut st avra 

b—c 2 
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JB— C b +c A B*f C 
cot- 5 -=— Mng ^ung-j- 


tang’ — tang ^90 — — J ^essendo B+C=i80—A; epperò 
b+c A A b+c A 

V 0t 2 = ^ lang 2’ 


B+C _ 
2 


sostituendo 


tang 

si avrà finalmente 




a eot- 


B—C 


- a tang- 


eot- 


B—C b—c A 

tang — - — =- cot — 

6 2 b+c 


2 


(*) 


formola comoda al calcolo logaritmo , per mezzo della quale si 
cajcola la differenza di due angoli di un triangolo quando è noto 
l’altro angolo e i due lati che lo comprendono. Essa c più ele- 

, „ . B — C b—c B + C 

gante della formola tang — - — = ■ tang — - — usata comu- 
nemente in tutte le trigonometrie, comunque possa questa facil- 
mente alla nostra ridursi osservando che 


B + C 
2 


=90— 


A 

- eppero tang 


B + C 
2 



(*) La precedente formola (h) può esser anche impiegata quan- 
do si conoscono due Iati di un triangolo e la differenza degli an- 
goli opposti ad essi. Infatti dati b, c, e B—C, si determinerò 


epperò A per mezzo della formola (fe); ed essendo noto A, sari 
noto B+C', ed allora con jB— f - C e B — C si determinerà B ) C 

e poi o coll’equazione n= - (551. 

seno 
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B—C b—c A ¥ , 

' (*) L’equazione lang — - — — — — - cot — pongasi sotto la for- 

J B—C b—c C ° S 2 

ma tang = . Se questa equazione si parago- 


ne A 
sen — 
2 


V 


uà a quella de’ triangoli rettangoli tang B' — — (54, (5)) si osser- 

c 

yak che essa appartiene ad un triangolo rettangolo , i cui caletti 

A A 

sono £'=(6— c)cos — , ^—(b + c)sen — , e l’angolo adjacente a 

B—C 

tf è S'= — - — , eh’ è l’angolo determinato dalla nostra for- 
2 

mola. L’altro angolo C' di questo triangolo rettangolo sara 
90 — B' —90 — ^ ^ =90 — ~ 4- Or essendo 

A B C 

4=180 — B — C, sarà — =90 — — — — ; epperò sarà 

C — — =C. Sicché quando sono noti due lati b , c di un trian- 
golo coll’angolo compreso A, può calcolarsi C' come angolo di un 
triangolo rettangolo di cui sono noti i due catetti (b—c) cos— , 


(£+c)sen— , il primo de’ quali è adjacente a C' ■ Avuto C' si 
2 


avra C—C'——. Adunque se in un triangolo obbliquangolo si 
2 

(£ + c)sen^ 

conoscono b, c, A, si fai a tang C'— — ; quindi si calco. 

(b—c) cos- 
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let a C= C ' — — ; epperò, essendo dato A e calcolato C, si avrà B; 
JL 

e a sarà dato da una delie due forinole a= ~ 3 = — A Che 

sen B sen C 

anzi a è Pipotenusa dello stesso triangolo rettangolo 

V =(b — c)cos — ; d—(b + c)sen— -, B' = — — ! -. Ed iufatti 
2 2 2 

chiamiamo S questa ipotenusa, ed essendo i caletti di questo triaa- 

A A 

golo rettangolo (4-t-c)sen — ; (b — c)cos — , sarà 

2 2 

A A ( 1 — casi) 

**=C i + c ) , sen‘— +(b—c) % cos' -={b' ■\-1bc+c t y ^ — -+ 

2 >2 2 


i*+ c> , (ò*+c*)cos.4 » 

— òc + ^~ — ^ bccosA; 


cioè 


S’ = &* +c* — 2òccos.4=a’ (60). Adunque sotto la condizione 
quassù stabilita un triangolo obbliquangolo può esser risoluto per 
mezzo di un triangolo rettangolo. 

(*) Legendre (a) ha fatto osservare che nell’ipotesi presente il 
triangolo obbliquangolo potevasi determinare per mezzo del trian* 
golo rettangolo. Egli ha data l’espressione dell’ ipotenusa di qoe- 

A A 

sto triangolo per mezzo de’catetti (6 + c)sen — , (b— c)cos— ma 

2 Z 

senza dimostrazione ; ed avvertendo solamente eh’ essa poteva ve- 

A A 

rifìcarsi per dati valori di sen — , cos — : ed ha esibito il pre- 

A 2 

detto triangolo con una costruzione geometrica. Qui le predette 
(a) Trigonomet, Firenze 1819 pag. 5 i. 
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forinole si veggono dedotte dalla nostra equazione cardinale. Sif- 
fatte forinole sono specialmente utili , come lo avverte il detto Le- 
gendre, quando, essendo a piccolissimo, come pure b—c, si de- 
sidera calcolare con molta precisione. 

b—c ~c~ 1 b 

(*) Essendo w P rendasi tang*=- , essendo 

c 

iang 4-5 = 1 (pag. 31), sarà 

A + c tangf + 1 tangftangWS + 1 

Con questo valore la formola (A) ( n.° 74 ) , cioè 

B—C b—c A v 

tane — - — = - cot— diverrà 

B ° b+c 


lang- 


2 

B-C 


2 


2 = cot-tang(*— 45°). . . (A) 


(*) Anche il Legendre ha data questa formola , verificandola 
col mostrarne l’identità coll’altra (A). Essa è utile quando b, c so- 
no conosciuti per mezzo de’ loro rispettivi logaritmi. Infatti in tal 
caso si determinerà ? per mezzo dell’equazione 

g c 

log tang $ = log b — log c; e poi — - — per mezzo dell’equazio- 
ne (k) quassù riportata. 

75. L’equazione cardinale a= — — e l’altra 

a — ( 55 ) danno coll’eliminazione di a , 

sen B 

S6D $ 

bsenA = (c— Acosdi)=tang B{c — bcosA) da cui si ha 

cos B 


langB: 


Asen.4 


c—bcosA 


. . . (1). Facciasi cs=Acos$, lo che importa 
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di formare un triangolo rettangolo in cui b è l’ ipotenusa e c il ca- 
tetto adjacente a ^ (54- (1) e (2)), la forinola precedente diverrò 


tangZ?=z 


AsenA 


sen A 


c — A cos A cos<f — cosA 


2sen 


sen A 

A — ? 

— — — sen — - — 


.( 2 ) 


forinola semplicissima e forse anche nuova , mercè la quale si può 
facilmente calcolare coll 9 ajuto de 1 logaritmi un angolo per mezzo 
di due lati e dell’angolo da questi compreso. 

(“) Se si dividano per icosA i due termini della frazione 


òsenA . * tane A 

g 3 COSi 4 i 1 equazione (1) diverrò tang 2?= ^ — 


c 

1 


COS A 


formola data dal Franchini (a) , e qui dedotta molto più facil- 
mente della stessa nostra equazione fondamentale. 

76. Poniamo la nostra formola (i) sotto la forma 


n senA . 

tang/fm : essa ci dimostrerà i noti teoremi, 1° che un 

y — cos A 
b 


triangolo è dato di specie quando si conosce il rapporto di due lati 
e l’angolo da questi compreso; 2° che quando sono noti i soli an- 
goli si conoscerò solamente il rapporto de’lati. 

(*) L’equazione fondamentale ci ha dato 
cfzzzb* +c®~ 2òccosA (60)=£(i— 2ccosA) + c\ Facciasi 
i— 2ccosA=òtang^ ( lo che importa formare un triangolo ret- 
tangolo i cui catetti sono b — 2ccos? , b a cui c adjacente l’ango- 
lo $ (54 (o) e (6) ), e tang 6; si avrà 

b * 

o* (tang <? + tang 9) = sen (* + 9) , 

cos$cos9 ' ' 

formola nuova ed elegante per determinare coll’ajuto de’ Iogarit- 
ta) Il Franchini la dimostra facendo 
b b b 

sen B sen C= - sen ( A-t-B) = - (sen A cos B-f-sen Bcos A) : indi dividen- 
c c c 

do ambi i membri di questa equazione per cos B e riducendo. 
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mi uu lato per mezzo degli altri due e dell’ angolo da questi com- 
preso (a). 

77. (*) Per servirsi di questa formola, dati b, c, A, bisognerà 

b — 2ccosA c 1 

calcolare sulle prime tang?= , e tang 9 =± — . Al- 


lora sostituiti i valori di $ e 6 in a’ = - 


-sen(<? +6), si co- 


cos^cosO 

noscer'a a. Gli angoli ^ e 6 possono anche ottenersi facilmente per 

mezzo della seguente semplicissima costruzione geometrica. 

(*) Sia ABC (Fig. 22) il triangolo di cui conoscasi AC=b, 

AB—c e BAC—A: suppongasi abbassala la perpendicolare BD 

su di b dall’angolo opposto; e prendasi DE— DA ; sarà 

AD=c cos A— DE ; epperò AE—2ccosA: quindi EC—b — 2ccos^l. 

Suppongasi da C innalzata la perpendicolare CP—EC -, sarà 

_ • . CP b — 2ccosA 

CP'—b — 2ccosA: eppero sarà tang PAC— — - ; 

onde sarà bl&n%PAC=b— 2ccosA; ed essendo ilang^rzò— 2ccos.4, 
sarà PAC—^. Dippiù l’equazione c 1 =i*tang6 dà 

c* 

b ’ c—c ; b tang 6 = — : perciò nel prolungamento di PC pren- 
b 

dasi CN terza proporzionale in ordine a b , c , e si unisca AN, sarà 

C* : 

CN— — =&tangé ; ma è anche CiY=itang CAN; adunque sarà 

CAN—b ; epperò PAN— f + 6; per cui la formola 

o ss sen (? + 6) diverrà a — ; eppero 

cos<?cosd VT ‘ cosPACcosCAN 1 

rimarrà costruita la precedente formola. 11 caso del triangolo ot- 
tusangolo non presenta alcuna difficoltà. 

(*) Si vede da questa costruzione che anche le formole numeri- 

(o) Chi volesse verificarla non dovrebbe che sostituire in essa i valori di 

. . . . , b—ic cosA b ‘ 

sen^ ( cos?, sen, 9, cos8 ricavati da tang$= - e da tang 9= — . 
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che si possono costruire; ma che queste costruzioni dell’ equazioni 
numeriche sono del tutto inutili, ossia più curiose che utili, come 
suol dirsi dagli analisti : e sono poi sempre meno semplici e meno 
feconde delle soluzioni per approssimazione; anche perchè, quando 
dee farsi uso della riga e del compasso , le costruzioni geometriche 
riduconsi in effetto a delle approssimazioni assai meno esatte di 
quelle che danno le soluzioni numeriche. 

78. Supponiamo noti i soli angoli nelle tre formole della equa- 
zione cardinale scritte cosi 

bcosC + ccosZ? — ri — 0 ; acosC -f ccos/i — £=0; 
acosB + bcosA — c=0; 

facendo rispettivamente eos A , cosi?, cos C eguali ad m, n, p e 
a, b, c eguali ad x , y , a , esse diverranno 

py-\-m — x=0; px + ms— y=0; nx-\-my — 3=0 : 

alle quali adattando le formole dell’ equazioni di primo grado a tre 
incognite; e facendo 

D— 1 — cos 1 /! — cos 'B — cos* C — 2cos^ cosi? cos C . . . (li) 


si troverà 

0 0 0 

x= a =-, y=b=~-, t =c= -. . . (h) 

Ciò posto le stesse tre formole dell’ equazione fondamentale si 
a c 

dividano per b ; facendo - =m, —=n', si avra 
b b 


ni ' — cos C — n ' cos Z?=0; 1 — m' cos C — n 1 cos A = 0 ; 
n 1 — m'cosB — cos . 4=0 . . . {II) • 

Come il valore di (D) dell’equazione (h) è dato per mezzo de’ soli 
angoli del triangolo, perciò elimineremo mf , n' per mezzo delle 
tre equazioni {H). A tal oggetto la prima di esse si moltiplichi 
per cos C, e’1 risultamento si sommi colla seconda, si avrà 

1 — cos 1 C — n' (cos/4 + cos I?cosC)=0. . . (Z) 

6 
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Parimenti moltiplicando la stessa prima equazione (H) per 
cos B, e sommando colla terza , si avrà 

n'(l — cos* 2?) — (coSi4-f-cosBcosC)=0. . . (Af): 

Eliminando n! per mezzo deli’ equazioni (L) e (Af) , si avrà 

(1— - C os*2?)(l — cos *C) — (cos 4 + cos 21 cos C)’ = 0 . . . (iV) 

la quale sviluppata e ridotta darà 

1 — cos'A-cos'B-er-cos'C — 2cos4cos J5cos C=0, cioè D=z 0: 


onde le tre «inazioni ( k ) diverranno 



Cioè è indeterminato il problema trigonometrico quando sono 
dati i soli angoli rettilinei. Il che è analogo a ciocche abbiamo av- 
vertito più volte ( 39 , 41 , 65 (h) ). 

(*) Se nell’ equazione (2V) identica all’ altra (/«) sostituiscasi 
seu* ad 1— cos*, si avrà 

cos .4= — (cos 5 cos C — sen2?senC)== — cos (* + «0(65 (IV)) 


epperò A + 2?-j- C=180 (23), che è la nota proprietà (30) de’ 
triangoli rettilinei . 

79. Siano simili i due poligoni (Fig. 23) AE, MQ ossia siano 
equiangoli e proporzionali i lati intorno e dirimpetto agli angoli 
eguali, secondo la definizione di Euclide. Adottando i dati della 
definizione euclidea , sarà 


A=M, ABE=B=MNQ=N, E=Q. 


BA NM 

e A C A/5 ’ 


AC MS 
CP~1>R 


. . . . Suppongasi tirate le diagonali BC , BP, 2VS, 


NR ; e indicando gli angoli e i lati colle lettere segnate nella fìgu- 
c b U c s 

ra . sarà epperò — = — Quindi , essendo BAC 

stiri' b n! 
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simile ad NMS (44), saia y=a, e poiché ACP=MSR (ipo- 
tesi ) sarà y'=o'. Con questi dati, applicando la forinola cardi- 
nale a due triangoli equiangoli ABC, MNS sarà 

£=ccos.4 + «cosy... n=scos3f -f-mcos?; 
quindi sara — = — • cos /I 4- — cosy,.. — — - cni .1f_i_ wt 

“ a Ò 7 = 7’ /7 = / ?’ wI è di PP ru *4 = ^/,e y =, ; adunque 

. « wt 

Sa,<1 7“ ,7’ ma Ubiamo pure veduto essere y'=,' : «dunque 

“ ‘"“'«f 1 BCP simik NSK («)i « «II» «,*„ modo 
coll ajuto «iella stessa forinola cardinale si dimostrerà il triangolo 
*«■.*“* *<>*• Adunque « 

‘ r, ' Si in egnaZ un/nero rft /nongoff simili e similmente posti. 

80. O Assumiamo questo teorema per definizione de’poligoni 

simili , e particolarmente supponiamo - =— - = I ™ 

l> n ' b n ’ £'~ n « » 

^ (J . ^ 

7 "~7‘ * ’ ’ S ' avra ’ adattando successivamente la forinola cardi- 
nale a’ triangoli A/?C, C7?/>, PBE. . . simili rispettivamente a’ 
triangoli MNS, SNR, RNQ . . . , si avrà 

a = Z.cosy +C cos^. . . m=ncos, + 5cosv ; epperò sarà 

n c rii g 

-_COSy + -COS,S. . . — =C 0 S 3 -f- — cosv j 

, a me s 

ma 6 b = n' b = n ( ' ** r la defi,,izio,,e ); adunque sarà y=, ; 

?—*■ . . (1) Parimente adattando la forinola cardinale a’trian 
goli CBP, SNR simili per la definizione, avremo 

a=Z. , cosy'-i-ecos^. . . m=n' cosa' + <jcos>' : 

onde sarà -=eosy' + y cos,3' . . . ^= CO s a> + -cos/- 
° u n' n ' 
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ma e per la definizione — =—, adunque sara pure 

b iv L' n 

, /5 , =v # . . , (2), e similmente j3"=v", 5=p, 8' = /...; 
sicché sommando membro a membro queste equazioni saia 
y -J- y'zzza a' , cioè ACP = MSR ; (ì -f-v* -f- v // ; 

cioè ABE—BNQ i 8 + 8'=p + p'; cioè CPE—SRQ. Sicché 
i poligoni che si son supposti formali da triangoli rispettivamente 

_ , . . a m 

simili, risultano equiangoli. Di più essendo per ipotesi - = — ; 


a ni e q e q 

b l= 7? ì V~ n 7 ’ V'^V' 


risulterà 


b _V 

il n' 



. onde 


i poligoni predetti risulteranno equiangoli e co’lati omologhi in- 
torno agli angoli eguali proporzionali. Epperò assumendo per de- 
finizione che sono simili due poligoni quando si risolvono in 
ugual numero di triangoli simili, ne risulta per teorema la defini- 
zione euclidea de’ poligoni simili, 

81. (’) Vediamo quali di queste due definizioni è più logica. 
Se adotteremo la definizione che sono simili due poligoni quando 
si risolvono in egual numero di triangoli simili, osserveremo che, 
essendo ogni poligono divisibile in n — 2 triangoli (;i indica il nu- 
mero de’lati), de’quali il primo ABC ha bisogno di tre dati, e 
gli altri che seguono di due ( giacche prendono il terzo dato dal 
triangolo precedente), il poligono avrà bisogno per esser definito 
di 2(n— 2)q- 1 dati, ossia di 2« — 3 dati; cosicché quando è dato 
un lato per costruirvi un poligono simile ad un altro nolo, si ri- 
chiede un dato di meno di 2 n — 3, ossia si richiedono 2/i — V dati. 
Or, secondo la definizione euclidea, si ha bisogno di n angoli e di 
più di n— 1 dati corrispondenti a’ lati proporzionali: sicché la de- 
finizione euclidea de’poligoni simili comprende 2 n — 1 condizioni, 
cioè 3 condizioni di più (a). Sicché è più logico il defluire i poli- 
goni simili quelli che si possono risolvere in egual numero di trian- - 
goti simili : c allora la definizione euclidea diviene un teorema , 


(a) La cognizione di (n — 1 ) angoli anche basta (5i) ; cosicché allora vi 
sarebbero per lo meno bisogno di due condizioni di più secondo Euclide. 
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come abbiamo noi quassìt dimostrato, appoggiandoci sempre alla 
nostra equazione cardinale. 

(‘) Adunque dati i triangoli ABC , CBP, PBE si avrà pure il 
poligono e reciprocamente. Infatti essendo noti gli angoli di questi 
triangoli saranno noti gli angoli del poligona ABE=p-\-p' -ì 
ed essendo noti i lati del triangolo saranno pure noti i lati del poli- 
gono. E parimente essendo noto A, b, c, si determinerà ABC, 
ACB , a (74) e sarà noto BCP—ACP—ACB ; cosicché nel 
triangolo BCP si conoscerà a, b' e l’angolo compreso y*, onde 
sarà noto 8, p 1 , e: quindi sarà noto à’ — CPE — 8, e saranno pure 
noti e, p", p. Ma sei triangoli o il poligono fossero dati solamente 
di specie, il problema sarebbe indeterminato, potendosi esibire in 
finiti poligoni simili al dato di specie ABEPC. Tutte queste ri- 
flessioni saranno una facile conseguenza della nostra equazione fon- 
damentale. Ed infatti siano equiangoli i due triangoli ABC, MiYS 
che fanno parte de’ poligoni A/?, MQ. L’equazione fondamentale 
applicata al triangolo ABC darà 

cn 

i=ncosy -b-ccosA; a=b cosy 4-ccoSjì; facendo Z>= — , sarà 

s , 

— =acosy -J-ccosA, a= f - cosy-f ccosp. Eliminando ce oc, 


per es. c, si avrà 


cosy 


a = 


- — -cosA 
s 


re 

-cosy ■+■ cos p 


a, equazione che 


può aver luogo per qualunque valore-di a: cosicché- allora il pro- 
blema sarà determinato , quando sarà dato, mi poligono e almeno 
un lato dell’altro. Ed infatti 

82. Sia un poligono AE decomposto ne’lriarigoli ABC c 

a, b dinotino i lati del triangolo ABC, e sia un altro poligono MQ 
diviso in triangoli equiangoli a quelli del primo rispettivamente: 
eliminando c tra le due equazioni 

£=acosy +ccosA=a=&cosy 4-ccosjS, si avrà 

a coSjS + cos Acosy cosy + cos il/ cos a 

b cos A + cos £ cosy cosilf-fr cosa cosa 
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similmente si avrà 


a cos y q- eos Acos/3 cos a -f - cos M cos v 

c cos A + cos p eos y cos M + cos v cos a 


(*) 


Inequazione (A) e (A) ci dicono che si conoscerà un lato hoc... 
del poligono quando cogli augoli del triangolo si conoscerà pure 
un lato a di questo; e reciprocamente che si conoscerà un lato del 
triangolo ABC quando si conosceranno i suoi augoli ed un lato 
co A... del poligono. 

(*) Quando si ha un poligono ABEPC c si vuole costruire un 
altro simile ad esso sulla retta n' omologa a b' , si farà 


b"n' 


b' 


U — 


bn 1 

IT 





ps 


e 


epperò saranno noti i lati del poligono che si cerca , ed essendo 
noti anche gli angoli come eguali a quelli del poligono dato, il po- 
ligono che si cerca sarà dato. 

83. (Fig. 2i ) Sia nel cerchio tirata una retta CB che divide 
una corda A A' per metà e ad angoli retti in B: tirate da un pun- 
to C della CB, le rette CA, CA', sarà per questa ipotesi, C—C, 
B=B' =90° (21). Epperò l’equazione cardinale adattata a’due 
triangoli ACB, A’CB sotto la condizione adottata sarà 

c—bcosA. . . . c—UcosA'-, onde sarà bcosA—b' cos^4 / . 


Questa equazione dà b=b' , A— AI : dimostreremo parimente 
eguali tutte le altre rette tirate da qualunque punto K della CB 
agli estremi A, A 1 . Adunque la retta CB passerà per lo centro del 
cerchio. Epperò il centro di un cerchio è nella retta che divide 
una corda per metà e ad angoli retti. 

84. (.Fig. 21») Sia C il centro di un cerchio; epperò b—V , e 
quindi A=A r : suppongasi da C tirala una retta qualunque CB 
ad un punto B della AA' : onde sarà 2F=180— B. L’equazione 
cardinale applicala a questi triangoli colle condizioni stabilite sarà 

■ c=bcosA -f acosB. . . . c'— b cos A— a cosB. 

La differenza darà c — t/=2acos/l. Se in questa equazione 
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* 

supponiamo c— d , saia eos.B=0 e B— 90°; e se supponiamo 
£=90, sai a c—d. Adunque se una retta passa per lo centro di 
un cerchio e divide una corda per metà, la dividerà ad angoli 
retti, e se la divide ad angoli retti la dividerà per metà. 

85. (Fig. 25). Siano AH, A'K' due corde che si seghino in un 
punto M diverso dal centro C, e s’intendano unite CA, CK ; CA\ 
CK l , CAI. Supponiamo A'M—MK' (che è il caso più favorevo- 
le), e vediamo se può essere AA1—MK. Per essere A' M—A1K' 
e C il centro, sarà (prec. ) CMA'=CMK r —90°, epperò fatto 
CMK=M, saia M< 90°; e CMA=180 — M. Sia CAK=B; 
CKA=B', AM—c, KM=d, CM=b; i due triangoli CMA, 
CAIE daranno, mercè l’equazione cardinale 

c—rcosB — icosM c'=rcosZP q-ècosM: 

sottraendo dalla seconda la prima sarà d — c~2bcosM ; ma è 
Af<(90; adunque non è nè può essere c'=c. Epperò due corde 
che si tagliano in un punto diverso dal centro non possono divi- 
dersi per metà. 

8G. (Fig. 26). Siano AB, AB 1 due corde, e dal centro C si 
suppongano tirate CAI— a , CM—a r perpendicolari alle medesime 
rispettivamente ; sappiamo essere AM—AIB, AM'=M A' (84)$ 
onde, facendo AAf=c AM'—c', sarà a— rcos ACM-, 
a! =r cos ACM' (54(1))-, c=r cos CAM-, c'=rcos CAM' Sup- 
poniamo a=a', sarà r cos AC M=r cos ACM'-, cioè ApM=jLCM'; 
quindi CAM— CAM' ; onde sarà c=d ì cpperòa^ehe AB=AB' . 

Se all’opposto supponiamo c=c / sarà rcósCAM^rcosCAM 1 , 
epperò CAM=CAAP; quindi ACM= /ICM’ onde sarà 
a=rcosACM—a'. Cioè le corde egualmente lontane dal cen- 
tro sono eguali e le corde eguali sono egualmente lontane dal 
centro. 

87. Risulta da questa proposizione che l’angolo di due corde 
eguali è diviso per inetà dal diametro che passa per lo vertice di 
detto angolo. Dimostreremo ora l’inverso di questo teorema Sia- 
no dunque (Fig. 26) le due corde eguali AB, AB 1 , e supponiamo 
che AH divida questo angolo per metà -, e s’intenda unita BB' che 
taglia la AL in un punto H. S’indichi con $ ciascheduno degli 
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angoli eguali BAL, B'AL, la All con b, e le AB, AC' con c, d; 
avremo per l’equazione cardinale ne’ triangoli AHB, AHI? 

A H=b = c cos ^ -{- h cos H . . . . ò=ccos$ + V cos (180 — 77) ; cioè 
b—ccos^ + /icos/7, . . . ò=ccos^> — IdcosH. .. (M): 

la differenza di queste equazioni (li -f- //) c°s 77= 0 ; epperò 
cos f/=0, cioè 77= 90: sicché sar'a /t=csen^>; h'zsc senf (54(3)'), 
onde h—h r : sicché la AHL divide BB 1 per metà e ad angoli retti, 
epperò sarà un diametro. Se le corde s’ inter segassero dentro o 
fuori del cerchio come B'A'K, B'"A'K', B^KA", B' I KA", sup- 
ponendole parallele alle AB, AB 1 rispettivamente, gli angoli f e II 
sarebbero gli stessi , e la dimostrazione sarebbe identica , dipen- 
dendo dalle identiche equazioni (Af). Adunque se l'angolo di due 
corde eguali è diviso per metà da una retta, questa passerà per 
lo centro e dividerà per metà e ad angoli retti BB' KK 1 che uni- 
scono gli estremi delle corde eguali. 

Sicché il centro di un cerchio é il punto d’incontro di due rette 
che dividono per metà i due angoli falli , ciascheduno da due cor- 
de eguali ; ed esso è anche il punto medio di quella corda che di- 
vide per metà l’angolo di due corde eguali. 

88 . ( Fig. 26 ). Suppongasi tirata una corda BB 1 , e dal centro 
i raggi CB, CB' , sarà 

BB , '=’2j t — 2r' con BCB' (60) =2r*(l— cos C). 

I limili di cos C sono 1, — 1, secondochè è C= 0 o C— 180. Il 
valore di cosC=l dee esser escluso perchè sarebbe C—0 5 ep- 
però 7?fl' , =2r > (l — 1) = 0. Se supponiamo <7=90 , e quindi 
cos <7=0, sarà BB'*— 2/**, e BB'=py 2. Suppongasi <7=180, 
sarà cos C = — 1; epperò 7?7? , ’ = 4-r*, e J?ZF=2r$ cioè BB' di- 
verrà diametro. Se poi <7 ha un valore medio tra 0° e 180° , 

( tranne il caso di <7=90 già esaminalo), cos <7 sarà espressa da 
una frazione tanto minore o maggiore, quanto più <7 si avvicinerà 
al suo limite superiore di 180° o si allontanerà da esso. Iu tal caso 
l’espressione /U?' 1 =2r 1 (1 — cos<7) tanto più diverrà maggiore o 
minore ( avendo kr % per limite superiore ) , quanto più cos C di- 
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verrà minore o maggiore, ossia quanto più C cresce o diminui- 
sce : ma secondo che C cresce o diminuisce, cosi BB' si avvicina o 
si allontana dal centro, limite del suo aumento. Adunque BB' ha 
il massimo valore quando diviene diametro, in cui cos C = — 1 $ c 
questo valore diminuirà quanto più C si farà minore epperò cos C 
maggiore: ma in questo caso la corda BB 1 si allontanerà più dal 
centro. Adunque il diametro è la massima delle corde, e la corda 
pili vicina al centro è maggiore di quella che ri è pili lontana. 

89. (Fig. 2i). Applicando l’equazione fondamentale al trian- 
golo KCK' fatto da due raggi di un cerchio e dalla corda che uni- 
sce gli estremi di essi , si avrà 

£ 

c=2rcosJT: ma è 2AT+ C=180, e perciò if=90 — — ; Adun- 

2t 

Q 

que sarà c=2rsen — (lì). 

Ji 

Questa equazione ci mostra che ne" 1 cerchi eguali gli angoli 
eguali al centro hanno per base corde eguali e reciprocamente. 

Ma poiché gli angoli al centro di un cerchio sono misurati da- 
gli archi compresi fra’suoi lati (6 e 8) ne segue che ne’ cerchi 
eguali gli archi eguali laglùmo corde eguali e queste sottendono 
archi eguali. 

90. (Fig. 27). Sia A un punto preso dentro il cerchio CC'C", 
e suppongasi AC=AC'=AC"=zbi ed unite le CC', CC" : sup- 
pongasi dippiù che B, B' siano i punti medii di CC’ , CC" rispetti- 
vamente, e siano congiunte le BA, B'A ; avremo A C B— A C' B—C; 
e fatto ABC—B, sarà ABC'—l^tì — B ; similmente fatto 
ACC"=AC"C=C', e AB'C=B', sarà AB'C"=m—B'. Sia 
CB=.C'B=a, CB'—C'B'—a', AB—c, AB'=ri ; applicando la 
formola cardinale a’ triangoli ABC, ABC' così condizionati, si avrà 

a=òcosC +ccosi? a=icosC— ccosB: 

La differenza dà 2ccosl?=0, epperò 2? =90. Adunque la retta 
AB divide la corda CC' per meta e ad angoli retti in B: sicché 
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10 AB saik il cculro (83) : parimente i due triangoli ACB', AC"B' 
danno 

a'=VcoiC' + tf cos B' a'—l/cosC 1 — c'casB'. 

La differenza darà 2c , cosB'=0 ; onde sarà 2?' =90; onde ne 
couchinderemo che in AB' è anche il centro: epperò questo sarà 

11 punto A. Sicché se da un punto preso dentro il cerchio si ti- 
rino alla circonferema più di due rette eguali, questo punto sarà 
il centro del cerchio. 

Adunque due cerchi non possono segarsi in più di due punti 
senza confondersi in un solo; poiché avrebbero Io stesso centro e 

10 stesso raggio» 

E facile anche dimostrarsi che una retta non può segare un 
cerchio che in due soli punti: poiché se CC' avesse tre punti di 
comune colla circonferenza , unendo A con questo terzo punto , e 
co’puntiC, C' , e supponendo AB perpendicolare a CC, potreb- 
bero da A tirarsi su di CC' tre rette eguali, una delle quali alme- 
no o più si avvicinerebbe o più si allontanerebbe dalle altre dal 
piede B della perpendicolare , lo che è assurdo ( pag. 48 ). 

Adunque tutt’i problemi determinati che risguardano la retta c 

11 cerchio non si propongono che a determinare uno o i due punti 
ne’ quali due rette, o la retta e’1 cerchio o i due cerchi si taglia- 
no : e i due punti possono per delle condizioni particolari comba- 
ciare , cioè quando i due cerchi si toccano invece di segarsi ; e in 
tal caso la retta tocca il cerchio invece di secarlo. La determina- 
zione di questo punto o de’due punti fatta coll’algebra non può 
dipendere che da un’equazione di 1°, o di 2° grado affetta o pura , 
secondo i due casi ; poiché l’ equazioni di 2° grado danno due soli 
radici. Adunque tutti i problemi piani algebricamente considerati 
dipendono da equazioni di primo o di secondo grado: e se geome- 
tricamente si risolvono, ossia se que’punli si determinano per via 
d’intersezioni, altre linee non possono impiegarsi che la retta e la 
circonferenza circolare : epperò dicevano gli antichi e ripetono i 
sintetici che i problemi piani si risolvono circino et regula . 

91. (Fig. 28). Siano ABK, AB'K 1 due cerchi che si toccano al 
di dentro in un punto A, da cui si tiri una corda ABB : sia C il 
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centro del primo, e se fosse possibile, anche il centro dell’altro 
cerchio: suppongasi tirale le CA, CB, CB'. Ponendo per l’ipo- 
tesi adottata CA—CB—CBf—b^ avremo che l’equazione cardi- 
nale applicata a’ triangoli ACB, ACB 1 sotto le indicate condizio- 
ni darà 

CB=bz=ABcosABC -\-bcosACB 

CB'=b=A B' cos AB' C + Acos ACB 1 . 

La prima darà (1 — co sACB)b—ABcosABC: e la seconda 
(1— cos ACB ) b=AB cos AB' C 

ma per essere cosACB^cos A CB 1 è 1 — cos A C B<^1 — cos A C B' : 
adunque sarà AB cos ABC <£, AB' cos AB 1 C , la quale porta alla 
conseguenza 

AB' 

di cos ABC <-?-=- cos AB' C: 

AB 

onde sarà cos ABC ^ cos AB' C } cioè ABC ^ di ABC (assur- 
do) (57). Adunque due cerchi che si toccano internamente non 
possono essere concentrici. 

(Fig. 29). Seghinsi i due cerchi ABK, AB'K ; si tiri da A 
una corda ABB 1 . Se potessero questi cerchi essere concentrici , sia 
C il centro comune e si tirino CA=CB=zCB'—b; adattando a 
questa figura parola per parola la dimostrazione precedente, ri- 
sulterà lo stesso assurdo di ABC^AB'C: onde ue conchiude- 
remo che due cerchi i quali si segano non possono essere con - 
centrici. 

( Fig. 30 ). 92. Sia BAC un angolo die ha il suo vertice A nel 
semicerchio BAC , da che i lati di esso vanno a terminare agli 
estremi B, C di un diametro BC; sarà DB — DA = DC=r: e sarà 
DAB=DBA= r , e DAC=DCA=b (21 e 52). 

Ponendo BA—c , AC—b, la formolo dell’equazione fondamen- 
tale applicata a'triangoli ADC, ADB sotto le condizioni indicale 
darà 

6=2/'cos0 c=2rcosf (A): 
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dividendo membro a membro queste due equazioni , sarà 
b cos 9 


cos$ 


1 xnB sen * 1 

ma — = — — (55) — -, adunque sara 


scuC 


seud 


sen<^ cos 9 . ^ 

= ; ciac scn«cos»=scn9cos9, e 2senq>cos$>=2seiv9cos 6 , 

sen9 cos^ 

cioè sen2^=sen29 (69). Questa equazione può aver luogo in due 
modi; 1° <j=0 ; 2° 2(? 4 - 9) = 180° (23). Non essendo <?=9 che 
nel solo caso particolare ADB=ADC — 90 ( pag. 45, 1°) } ne 
segue clic in generale è 2(^> -f 6) = 180° , epperò 
<f + ®— 90 <—BAC (30). Adunque l’angolo fatto nel semicerchi d 
è retto . 

(Fig. 30). 93. La prima dell’equazioni (/r) da (per essere 6=90— f) 


ò=2r cos 9=2/ , scnip=2rsen AB C , da cui si liasenABC 


1 b 

2 7 ’ 


ma c pure (89 {k) ) sei» — — ì — : adunque sarà ABC — — ; 


A'BC 


similmente dimostrerassi A' DC = — - — ; adunque generalmente 
A DA' 

sarà ABA ’— — - — . Quindi Pungolo il cui vertice è alla cir- 


conferenza del cerchio è la metà di quello che ha il vertice al 
centro, quando l’ uno e C altro poggiano sullo stesso arco. 

Essendo l’ angolo al centro misurato dall’ arco su cui poggia , 
l’angolo alla circonferenza sarà misuralo dalla metà dello stesso 
arco. 

(Fig. 30). 94. Or tutti gli angoli AB 1 A'... iscritti nel segmento 
ABB’A sono nelle stesse circostanze di ABAI : sicché gli angoli 
iscritti nello stesso segmento circolare sono fra loro eguali. 

I segmenti de’ cerchi di differente raggio, ne 1 quali gli angoli 
iscritti sono eguali , diconsi simili. 

1 b 

95. La formola precedente scn ABC =zsea AB 1 C =z — - ( con- 
siderando questi angoli come angoli de' triangoli ABC , AB'C) Ì ci 
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dice che i seni degli angoli de’ triangoli sono la metà del rap- 
porto de’ lati ad essi opposti al raggio del cerchio circoscritto al 
triangolo. 

96. Poiché AC è corda dell’arco AC che misura l’angolo 
ABC doppio di AB'C, si avrà 


ih 1 corda 2/1B' C 1 corda 2$ 

senAB' C—-—=- - : cioè seri * = - . Cioè 

2 r 2 r ’ *2 r 


il seno di un arco è la metà del rapporto della corda dell’ arco 
doppio al raggio del cerchio di ad l’ arco fa parte. 


\ 1 

Facendo r=l, sarà sen — lato opposto a^ = - corda 2?, 


97. Essendo (95) 2?AC= 90° sarà ABC <(90’: sicché l’an- 
golo iscritto nel segmento maggiore del semicerchio è acuto. 

98. Se Am è perpendicolare a BC, sarà (pag. 49, (2), (8), (9)) 
(1) Z>*=2r in Cui ; (2) Am'—Bni in mC. Cioè se si tiri nel 
cerchio una corda AB, e da un estremo di essa si tiri il diame- 
tro e dall’ altro estremo si abbassi sopra di questo una perpendi- 
colare che taglia sul precedente diametro un segmento Bm adia- 
cente alla predetta corda-, questa sarà media proporzionale Jra 
il diametro e’I predetto segmento: e la perpendicolare predetta 
sarà media proporzionale Jra’ segmenti del diametro. 

(*) ( Fig. 30 ) Prendasi un punto qualunque A nella circonfe- 
renza circolare, da cui intendasi abbassata la perpendicolare Ani 
sopra un diametro BC-, le Dm, AC, Am varieranno come varia il 
punto A: epperò saranno variabili ( lo che imporla che i teoremi 
quaggiù dimostrati sono generali). Facciasi dunque Dm=.r, epperò 
wjC=r — x, Am=r-i-x, Am—y; Cnv=zx J , epperò mB—lr — x' , 
l’ equazioni precedenti (2) e (1) diverranno rispettivamente 


y'—r* — x*.... {h)\ b*x=2rx'ì cioè y*—2j-x r — x'*.... (A); . 


Le x, x* diconsi escisse ceniate, la prima del centro, e la se- 
conda da un punto della circonferenza , e la Ani dicesi ordinala. 
Le quantità poi variabili x,y. x 1 , y diconsi coordinate al punto M, 
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coll’ origine al cefttro o alla circonferenza -, poiché ad ogni ascissa 
corrisponde la propria ordinata e reciprocamente : epperò la for- 
mola (/i) si riferisce all’ origine delle coordinate al centro, e l’al- 
tra (A) coll’ origine delle coordinate sulla circonferenza. 

L’equazione (7i) e (A), che esprimono delle proprietà caratteri- 
stiche del cerchio, diconsi equazione del cerchio. E generalmente 
quando si esprime con una formola una delle proprietà di una cur- 
va, questa formola è l’equazione della curva: e sebbene sembrano 
differenti le diverse equazioni nelle quali si traducono algebraica- 
mente le diverse proprietà delle curve, pure ciascheduna può esser 
ridotta alla forma dell’altra. Così per es. prendiamo l’equazione 
y*—r' — x % , nella quale la x=Dm, se facciamo Cmx=xf, sarà 
Dm=x=CD — Cin—r—x 1 ; onde sostituito questo valore di a: 
iny*=r* — x *, si avrà y*=r’— (r — x)’= 2 rx' — a^ 1 -, ed ecco 
l’equazione (Zi) trasformata nella (A). Nello stesso modo se pren- 
diamo l’ equazione y'xz.'ìrx' — a/’, facciamo D/n—x, epperò 
x'=r — x, sostituendo questo valore di x' nella precedente e ri- 
duceudo essa diverrà y* =r x — x * identica all’altra (li). 

Se facciasi Dm = a; , Ani =y , l’ ascissa presa su di DB sarà 
—x , e l’ordinala presa al di sotto di BC sarà — y; ma l’ equazio- 
ni (li) e (A) resteranno le medesime ( — x)'=x*, ( — y)*=y'. 

Se avessimo tradotto in equazione la proprietà del cerchio che 
tuli’ i raggi sono eguali a qualunque punto della circonferenza si 
tirino-, la DA' = Din* + mA l , qualunque sia il punto A, diverrà 
r’=x* +y*j epperò y* ss r*— x* identica all’equazione (li). Sic- 
ché questa equazione è la traduzione in simboli della definizione 
del cerchio. 

( Fig. 31 ). 99. Suppongasi una retta BA che incontri la cir- 
conferenza in B perpendicolarmente al diametro BOC', e preso in 
essa un punto qualunque A diverso da B si tiri al centro la AO 
che incontrerà la circonferenza in un punto M, sarà 
0/?=0/1 coi AOB (54 (1) e (2)) 5 epperò sarà 0 B^OA, ma 
0B=0M; dunque OM^OA; epperò un punto qualunque A del- 
la BA, diverso dal punto B, cadrà fuori del cerchio. Sicché la 
retta AB toccherà il cerchio nel solo punto B ossia sarà una tan- 
gente del cerchio ( pag. G). Sicché la retta che incontra la cir- 
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conferenza eil è perpendicolare al raggici nel punto d'incontro i 
lattgenfe al cerchio. 

( Fig. 31 ). 100. Sia AD tangente e BC' un diametro; preso un 
punto A nella AB, suppongasi tirata la segante AC' elie taglia in C 
l’ altro punto di comune colla circonferenza (90) ; e si faccia 
AC=b, AC'=b l , BC—a, BC'=a! •, la formola cardinale ap- 
plicata a’due triangoli ABC, ABC' , che hanno di comune c ed 
A, da rh 

c—bcosA A-acosABC, AC'=ccosA -J-a'cosC' : 

moltiplicando la prima per c e la seconda per b, e sottraendo si 
avrà 

e* — AC' .b — ac cos ABC a' bcosC' —0 . . . (li): 

ma i due triangoli rettangoli ACB, ABC' , avendo A di comune , 
sono simili (92): onde sarà a * b=a' * c ed ac=a'Z>; sostituendo 
in (/») questa diverrà 

c* — AC'.b-— ac (cos A BC — cosC , )=0 (Ir) 

la quale , trattandosi di quantità indeterminate , darà 

(1) c'-AC'.b-, cioè AB'=AC’ in AC; (2) ABC=ACB. 

La corda BC divide il cerchio in due segmenti BMC, BDC C, 
e chiamano questo secondo, alterno per rispetto alla tangente AB. 

Adunque se da un punto preso fuori del cerchio si tiri una se- 
gante ad una tangente, 1° il quadralo della tangente sarà eguale 
al rettangolo della segante nella parte esterna ; 2° e se si unisce 
con una corda il punto di contatto B col punto C, l'angolo fatto 
dalla tangente e da questa corda sarà eguale all’ angolo fatto 
nell' alterna porzione di cerchio. 

(Fig. 31). 101. Sia BC 1 un diametro, e BA una retta tirata 
da B in modo che, tirando da un punto A di BA la segante AC 1 
che incontra la circonferenza in C e congiunta BC, sia 
ABC—B—ACB—C'. In virtù di questa costruzione sarà B—C, 
ACB=C CB= 90» (95), epperò B=90—A, C—W—CBC’. 
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La formola cardinale adattata a’ triangoli ABC, ABC' colle pre- 
cedenti condizioni dark 

AB=BCco$B + ACcosA . . . AB = B C' cos ABC 1 -\-ACcosA : 
la differenza darà 

(AC'—AC)cosA + BC' cos ABC 1 — BCcos B=0 
ina è cos/i=scn.B=:sen C 1 , e AC' — AC=CC' ; sicché sarà 
BC'cosABC' — BCcosB— CC'senC' -, ma 
cosB—cosC'=seuCBC l ; adunque sarà 
BC' cos ABC' =BCsen CBC' — CC'senC'=0 (55): 

quindi sarà ABC ’ =00 ; epperò AB sarà tangente. Sicché sarà 
vera l'inversa della 2* parte della proposizione precedente. 

Sia ora c*=AC' .b; con questa condizione l’equazione (k) del 
n.° precedente diverrà ac (cos ABC — cosC')=0 onde ABC=C'; 
epperò (prec.) sarà AB tangente. Sicché sarà anche vera l’inversa 
della prima parte del num. precedente. 

(*) Ma questa inversa della seconda parte può dedursi diretta- 
mente dall’equazione cardinale nel seguente modo. 

Sia AC'—b' e per ipotesi c*—AC' in AC—bU : la formola 
cardinale darà 

c=icos.4 -J-acosi?. . . b'=ccosA + a'cosC'. 

Dal prodotto della prima per c sottraggasi quello della seconda 
per li avremo c* — b b' = ac cos B — a'bcosC 1 : cioè per l’ipotesi 
di c*—bl/, sarà ac cos B= a' b cos C'; la quale dà B=C', eppe- 
rò AB tangente, ed a ; a'—b \ c: cosicché ne risulteranno i trian- 
goli CBC, CAB simili; ed infatti, essendo AB tangente, sarà B—C', 
e CBC'=A , poiché è BCC’=BCA— 90°. 

Poiché su di una retta non si può innalzare che una sola per- 
pendicolare e poiché se AB è tangente al cerchio, il raggio 0B ti- 
ralo da 2» é ad essa perpendicolare, ne segue che la perpendicolare 
che si eleva dal punto di contatto sulla tangente passerà per lo cen- 
tro; siccome pure la retta che unisce il centro col punto di con- 
tatto darà perpendicolare alla segante. 
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(Fig. 32 n.° 1). 102. Siano AB' , A'B due corde che si segano 
in un punto C qualunque preso dentro il cerchio, supponendo con- 
giunte le AB, A'B', sarà 

BAB'=A=BA'B' (94) ABA'=B=AB'A‘: epperò i triangoli 
ACB^zA' CB' saranno simili (40) e sarà b ; c—b 1 l c' ed 
a ; c=a' ; d cioè bc'=b'c : ac J =a , c. Adottiamo ora l’equazione 
fondamentale sotto le cerniate condizioni, con applicarla a’ trian- 
goli ACB, A'CB', si avrà 

a—bcosC q-ccosfi. . . . b = acos C + ccos A 
u'=b' cos C + c'cos B . . . . b'— n'cos C -J- c. ; cos A 


dal prodotto della prima per la quarta , membro a membro , si 
tolga quello delle altre due e ponendo nel 1° membro i fattori di 
ab'—a'b , avremo riducendo 

(ab'—a'b) — — — =(a'c — ac r ) cos B -f- (be' — b'c) cos A; ma 
cos 6 

quassù abbiamo avuto ac'—a'c, bJ—b'c-, adunque la precedente 
equazione ridurrassi a 

< 1 +^= 0 . 

v 'cos C 

Questa equazione non potrà esser verificaia che dall’ipotesi sola 
1 + cos* C 

di ab' — a'b — 0 (giacché — - — è positivo o negativo, se- 

cos O 


condochè è C^90°): laonde sarà AC in CB'~BC in CA 1 . Ep- 

però se due corde si segano in un cerchio il prodotto delle parti 
di una di essai eguale al prodotto delle parli dell’ altra, 

(Fig. 32 n.° 2). 103. Adattando parola per parola la prece- 
dente dimostrazione a’ triangoli BCA, B'C A' si giungerà alla stessa 
conseguenza di ab' = a'b, cioè di BC in CA' — B'C in CAì ossia 
se da un punto fuori di un cerchio si tirano due seganti, i pro- 
dotti delle intere seganti nelle loro rispettive parti esterne saranno 
eguali. 

7 . 
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( Fig. 33 ). 104. Da un punto B preso nel cerchio diverso dal 
centro C si tiri il diametro ECBD e una qualsiasi retta BA; e fac- 
ciasi BC=a, CA=b, BA=c. Quando BA si distende sopra BE 
epperè CA su di CE , ACB diviene ECB= 180, e gli angoli B 
e A divengono zero : adunque questi angoli diminuiscono o cre- 
scono a proporzione che AB si avvicina o si allontana da BE. Ciò 
posto, la forinola fondamentale applicata al triangolo BAC dà, 
(/i) . . . . c—acosB^-bcosA : la quale ci mostra intuitivamente, 
1° che facendosi JS=0 A=0 , epperò BA = BE , la c diverrà 
a+b, e saia massima: 2° a proporzione che AC si discosterà 
da BE, gli angoli B, A divenendo maggiori, il secondo termine 
dell’equazione (li) diminuirà sempre più: e perciò che la BA dimi- 
nuirà come si allontana da BE: 3° che quando è ABC — 180 ep- 
però j 4=0, il 2° termine di (lì) diverrà b — a—c—BD, che per- 
ciò sarà un minimo; onde c diverrà un minimo BD: 4° che fatto 
J?j4'=c', l’equazione c'—a cos B 1 b cos A' mostra che sarà c — d 
nella sola ipotesi di B—B' di A=:A', e quindi di A'CB=ACB. 

(*) Queste verità diverranno intuitive per mezzo dell’equazione 
c*=a* -\-b* — lab cos C , secondo che sarà C = 180 e quindi 
BA=-BE; C— 0 e quindi AB=BD: o che C più o meno si ap- 
prossimerà a’iimiti 180 e 0. 

(Fig. 33). 103. Se dal punto M fuori del cerchio si tiri una se- 
garne qualunque MPQ, l’equazione fondamentale 

MP = CP cos MP C + MC cos M, posto (28) 

V D/ 1 » 

1 — sen* MPC, diverrà 

MG 

(1) . . . MP— CP cos MPC + V M C 2 —PC‘ sen 1 MP C. 

L’angolo MPC crescerà o diminuirà come il suo vertice P si 
avvicina o si allontana dalla sua base MC (57) : al punto E esso 
raggiungerà il suo limile superiore 180 •, e la forinola (1) darà. 
MP—MC — PC=MD. . . (m); al punto A in cui MP si con- 
fonde colla tangente MA, l’angolo MPC diverrà MAC e raggiun- 
gerà il limite di 90°, e in tal caso la stessa forinola (1) ci darà 
MP — V MC' — PC’=MA . . . (n). Se la MA continuasse ad al- 
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lontanarsi da MC, uscirebbe fuori del cerchio: laonde, conside- 
rando sempre l’ipotesi di una incidente sulla circonferenza, la MP 
diverrà un’incidente qualunque MQ avendo per limite fa tangen- 
te MA-, e l’angolo MPC , che in A è divenuto MAC , diverrà 
in Q MQC minore di MAC (93), e continuando sempre a dimi- 
nuire, diverrà zero in I); e la forinola (I) darà 
MP=CP+ MC—MD. . . (/_>). Ne’Jimiii poi da E a D la for- 
niola (1) ci mostra che la incidente MP crescerà o diminuirà co- 
me diminuisce o cresce l’angolo MPC, ossia come la MP tende 
a confonderei con MD o con ME. Sicché l’equazione («) ci mo- 
stra che la incidente ME è la minima : l’ equazione (p) dimo- 
stra che la incidente MD è la massima-, e l'equazione (1) dimo- 
stra che V incidente più vicina alla massima è maggiore di quella 
che più se ne allontana-, siccome che la incidente più vicina alla 
minima è minore di quella che più se ne allontana. 

L’equazione (n) dimostra benanche che allora un’incidente al 
cerchio diverrà tangente quando farà angolo retto col raggio tirato 

al punto in cui incontra la circonferenza, come abbiamo anche ve- 
duto (99). 

I 1 iiialmeute le due equazioni 

MP= CPcosMP C + M CcosM. . . MP'=CP’cosCP M+CMc. « M 

ci mostrano che ogni incidente MP, MQ... può averne una sola 
eguale dall altra parte della massima o della minima , cioè quel- 
la che fa un angolo eguale coll’incidente centrale sulla qual ■ ernie 
la massima e la minima. 

(*) L’equazione MP'=M(P+CP'±2MC. CPcosMCP an- 
che dedotta dalla nostra foratola cardinale dimostra iutuitivaineue 
le precedenti verità. 

( Fl g- 106. Seghimi i due cerchi AKD, AKD' in A, K, e 
supponiamo uniti i centri B, B con A, e uniti con AKi due punti 
d’intersezione (90), i triangoli ACB, ACB', essendo 

~^^B 180 ACB, cioè C — 180 — C . darauuo rispettiva- 
mente 1 

^ — “ cos C + c cos BA C ; i = — a ' cos C -f- c^cós BAC — q 


Digitized by Google 



— 100 — 

La differenza darà (a-^-a')cos C -\-ccosBAC — c'cosB'AC—0\ 
questa equazione corrisponde a tutte le ipotesi facendo cosC=0 
epperò <7=90'’; poiché o è c=e / , o e> c', o : sarà o 
BAC—B' AC; o BAC^>B'AC; o BAC<^B'AC; condizioni che 
tutte reggono coll’altra ACB=zACB' =$0 (21 e 53). Epperò se 
due cerchi si segano, la congiungente de’ centri è perpendicolare 
alla retta clic unisce i punti d’ intersezione. 

Delta misura della superfìcie de’ poligoni. 

107. Il principio del combaciamento de’poligoni che hanno Iati 
ed angoli eguali è un metodo semplice e naturale per dimostrare 
la loro eguaglianza. Adattato questo principio ai rettangoli ne di- 
mostra l’eguaglianza allor eh’ essi hanno la stessa base e la stessa 
altezza ; ed il loro rapporto, quando hanno diversa la base o l’altez- 
za, o diversa base e altezza. Poiché se le altezze A, a di due rettan- 
goli della stessa base sono commensurabili e abbiano il rapporto di 
min; chiamando * l’unita lineare, che potrà supporsi piccolis- 
sima quanto piace, sarà A = mx , a=nx; e chiamando a l’unità 
di superficie sarà P=ma , p=na ; onde sarà 
A ; a=/n* ; nx=m In; Pi p—ma'l na—m ; n; adunque ri- 
sulterà P l pzzA ", a. 

Che se rimanendo identiche le basi de’duc rettangoli, le altezze 
siano incommensurabili : portato <x, m volte sópra di A, se si porti 
n volte su di a incommensurabile ad A, rimarrà sempre una par- 
te • k che potrà divenire indefinitamente piccola, onde avremo 
A=mx, a—nx + h: nello stesso modo la superficie del primo 
rettangolo sarà P=ma ì e quella del 2° p=na +g, (a è la super- 
ficie elementare la cui base è la stessa di quella de’parallelogratn- 
mi e l’altezza è ») ; epperò sarà 

A ; a=mx l nx + h; Pi p—ms * ns +g. 

Quindi sarà Anx + Ah— amx Pn<s -f- Pg—pms : ma li e g nel 
loro limite possono considerarsi come evanescenti ossia zero (29) ; 
adunque avremo Anx—amx , Pna—prns; dalle quali avremo 
A l az=m : n, P ; p=zm ; n , epperò P ; p = A * a. Adunque 
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i rettangoli che hanno le basi eguali e le aliene disuguali sono 
come le altezze conunensurabili o incommensurabili. 

Ragionando come qui sopra, quando le altezze sono eguali e le 
basi B, b diseguali, avremo P ; p—B * b. 

Epperò se P' avi a la base B di P e l’altezza A di p saia 

P : p=(P : n (P : p)=(A : a ) ( B : b)=AB : ab. 

Sicché i rettangoli che hanno la stess’ altezza sono come le basi : 
e quelli che hanno diversa base ed altezza sono come i prodotti 
delle loro rispettive basi ed altezze. 

Poiché i due triangoli, ne’ quali si divide il parallelogrammo 
per mezzo di una sua diagonale, hanno eguali elementi, essi saran- 
no eguali fra loro; epperò i triangoli, come mela de’ detti parallelo- 
grammi, hanno fra loro lo stesso rapporto de’ rettangoli. Or i pa- 
rallelogrammi e i triangoli racchiusi fra le stesse parallele hanno 
la stess’allezza (50), adunque lo stesso rapporto esiste fra due pa- 
rallelogrammi o due triangoli qualunque, che trovatisi nelle stesse 
circostanze de’rettangoli. Gli enunziati rapporti danno la superfì- 
cie di un parallelogrammo qualunque epperò di un triangolo. In- 
fatti se q 1 dinota l’unità quadrata ossia 1 . 1 , e a, b l’altezza e la 
base rispettiva del parallelogrammo P , saia P ; q'=a.b ; 1.1; 
epperò /'=iy* .ab; lo che dice che ogni parallelogrammo è eguale 
a tante unità quadrate quanto è il prodotto delle unità lineari 
della base per quelle delV altezza. La superficie del triangolo sarà 
la metà di questo prodotto. E polendosi ogni poligono risolvere in 
triangoli , si può facilmente avere in unità quadrate la superficie 
di un poligono qualunque. 

108. In questo modo i geometri hanno determinato finora il rap- 
porto della superficie di due rettangoli e quindi de’ triangoli, facen- 
do uso del principio del combaciamento , e di quello de’ limiti nelle 
quantità incommensurabili. Ma noi qui appresso esporremo un al- 
tro metodo , forse la prima volta praticato , e che crediamo né 
meno semplice né meno generale - nè meno analitico di quello di 
soprapposizione. Cominciamo dall’iutrodurci in materia. 

La superficie di un rettangolo (epperò anche del parallelogram- 
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nio equivalente) è limitata e definita dalla sua base e dalla sua al- 
tezza ; epperò t* data quando sono date la sua base e la sua altezza, 
comunque siano queste commensurabili o incommensurabili fra 
loro: che anzi la detta superficie varia come varia la base, o l’al- 
tezza, o entrambe. Diremo perciò che la superficie del rettangolo 
è una funzione della sua base e della sua altezza (13), in quanto 
che è limitata e definita da queste sue dimensioni. Ed essendo la 
base una retta e tale anche l’altezza, le quali entrano egualmente 
nella costruzione del rettangolo, ne segue che la funzione della base 
è omogenea a quella dell’altezza. Vediamo di assegnare la forma 
di questa funzione. A qual oggetto dinotiamo con B la base e con A 
l’altezza, e con /’ la funzione, la superficie di P dovrà avere una 
delle seguenti forme 

P=fA+fB... ( 1)5 pJj^opJ—... (2)5 P=fA .fBi . . (3). 

La forma (1) e (2) è assurda , poiché in opposizione al princi- 
pio degli omogenei, essendo la forma ( 1 ) quella di una retta, e 
la (2) quella di un numero astratto, quando A e B si riferiscono 
alla stessa unita di misura. D’altronde fatto .4=0, o pure B=x 0, 
la ( 1 ) darebbe il rettangolo per mezzo della sola base o della sola 
altezza, e la ( 2 ) darebbe P= 0 , o P= oo. 

Adunque la forma della funzione che conviene ad una superfi- 
cie, come il parallelogrammo, a formare il «piale la base e l’al- 
tezza concorrono egualmente, è P—faJ'b, eh’ è di due dimen- 
sioni (31). 

109. Determiniamo questa funzione P=fafb. Essa ci dii 

P P 

fa— — i fb — — , le quali essendo entrambe di una sola dirnen- 

sione (51 *) , fa uopo che fa, fi debbano avere la forma fa— ma, 
fb=nb in cui ni, n sono numeri (ri). Ma nella formazione del pa- 

(ó) Trattandosi di rette che terminano una superficie piana non può 
aversi alcuna difficoltà a comprendere che fafb, senza veruna quantità irra- 
zionale o trascendente, debba esser la forinola della superficie del parallelo- 
grammo. Ed infatti c una nozione intuitiva di geometria che fu, pi come a, b 
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rallelogrammo entrano la «ola a, e la sola b , e non ma, nb ; adun- 
que sark m=l, n— 1 ; epperò sark fa—a,fb^zb; e quindi 
P=fafb—ab .■ Adunque la superficie di un parallelogrammo è 
eguale al prodotto della sua base per la sua altezza. 

110. Siano P, P' due parallelogrammi e le loro rispettive basi 
ed altezze siano a, b- t a', b'- } sara P ’ P' =a.b * a' ,b'. E se sono 
eguali le sole basi sark P ’ P'=ts. b a' . b l a a'; e d essendo eguali 
le sole altezze sark P P'=ab l ab'—b l b'. Adunque due pa- 
rallelogrammi qualunque sono fra loro come i rispettivi prodotti 
delle loro basi e delle loro altezze. Quando hanno la stessa base 
sono come le altezze, e quando hanno la stess’ altezza sono come 
le basi. 


111. Poiché il rettangolo, la cui base e altezza sono identiche 
alla base e altezza di un parallelogrammo qualunque, è equiva- 
lente a questo (109), perciò potrà sempre sostituirsi al parallelo- 
grammo il rettangolo della stessa base e altezza. 

L’ enunciazione data della superficie di un parallelogrammo (109) 
non è convenevole alla natura della superficie piana e delle linee 
rette: poiché la moltiplicazione è propria de’numeri ; nè mai può 
intendersi cosa sia il prodotto di due rette \ nè questo prodotto può 
dare una superficie piana, potendo le rette solo racchiuderla } onde 
quando diciamo che il parallelogrammo è funzione della base e 
dell’ altezza , intendiamo solamente di assegnare i limiti della su- 
perficie parallelogramma in lunghezza e larghezza. La rettificazione 


di questa enunciazione si ha dal rapporto djmostrnto 

^ a . b 

P ; P'zna.b ; a 1 ,b' ; cioè dall’equazione P—P 1 ■ — — • la quale ci 

• > o' . b' 


mostra che nell’assegnare la superficie di P , si è tacitamente as- 
sunta una unità di superficie P 1 , la quale è contenuta in P tante 


a.b 

volle quanto lo indica il rapporto ossia il numero — # — y. e a for- 


giano notazione di una sola dimensione, come è l’espressione 


P P 

fa” fi 


( P a S- 


44 ¥ )• Questo ragionamento però non potrebbe generalmente adottarsi quan- 
do ira' termini della superficie piana vi entrasse qualche curva. 
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mare questo numero fa uopo che a , b, a', V siano riferiti alla 

a»h 

stessa unita lineare: la frazione ■ - diviene così un numero estrat- 

«' . V 

lo. Suppongasi dunque P'=a! .b'=zq* = 1 (unità quadrata); sarà 
a.b a.b 

P—P' — — =:q t .——=:q*.a.b. Questa equazione ristabilisce 
a 1 .Ir 1 


l’omogeneità dell’enunciazione, la quale potrà modificarsi così: la 
superficie di un parallelogrammo è eguale a tante unità quadra- 
te, quanto è il prodotto delle unità lineari contenute nella sua 
base e nell’ altezza. 

1 12. (Fig. 20). Abbiamo AA'=q' . AB' . BE=af . AB' . BAsenA 
( 55s (3) e (4) ) : espressione ch’enuncia la superficie del parallelo- 
grammo per mezzo di due de’ suoi lati e dell’ angolo da questi 
compreso : e che dimostra l’egualità de' parallelogrammi i quali 
hanno eguali due lati e l’ angolo da essi compreso. 

Siano l, b-, V , V due lati contigui di due parallelogrammi P, P # ; 
siano a, a! le rispettive loro altezze, sarà a = l sen (/, b ) , 
(d—Pseuf, b 1 ). Quindi P * P'=/.isen(/, b): V .VsetdJ!, b). E se 
questi parallelogrammi sono equiangoli, sarà P ; P'=A.b l V .b f . 
Adunque i parallelogrammi equiangoli sono fra loro come i ri- 
spettivi prodotti delle unità lineari che contengono i lati intorno 
agli angoli eguali. 

Sia B * B' —A' ; A, o b \ b'z=l’ 2 l, sarà P—P'-. e se all’op- 
posto è P=P', sarà B ; B'=:A' : A: b ; b'z=l' • l. 

(*) Si potrebbe opporre che il ragionamento (108) applicato pa- 
rola a parola alla superficie del triangolo menerebbe all’errore che 
il triangolo sia eguale alla base moltiplicata per l’altezza : ma si 
rifletta alla condizione stabilita di m=l, n = l nell’ equazioni 
fa— ma, fb=nb, poiché la base e l’altezza del parallelogrammo 
entrano una volta ed egualmente alla formazione del parallelo- 
grammo; lo che non può dirsi del triangolo. Infatti (Fig. 20) se 
l’altezza BE del parallelogrammo AA 1 varia e diviene BD o DE , 
la base rimarrà invariabile ne’ parallelogrammi AA 1 , A'q, An, e lo 
stesso sarebbe per l’altezza se variasse la sola base, com’è ne’pa- 
rallelogrammi Ac, AA', pA' : ma non può dirsi lo stesso pel trian- 


Digitized by Google 



— 105 — 


golo nel quale, se l’ altezza BE del triangolo ABD diviene BD, 
varierà pure la base AB' e diverrà qrn, e se la base variasse varie- 
rebbe pure l’altezza. Vediamo infatti a che mena nel triangolo 
questa considerazione. Chiamo B la base AB’ e A l’altezza BE 
del triangolo ABB', e siano B 1 , A! la rispettiva base e altezza del 
triangolo qBtn ; fra le quantità A, B, A', B' esiste il rapporto 

A' 

B ; B'—A ; A! (51 e 40) da cui si ha A=s — B. Quindi se la 

superficie S del triangolo ABB 1 si dinoti con fAfB ossia con A^B, 
A' A! A 

avremo S— — B\B — — FB= — FB , laddove quella del pa- 
li B B 

rallelogrammo è AFB. Intendasi compiuto il parallelogrammo 
AA 1 , il triangolo ABB' sarà metà del detto parallelogrammo, e 


, , „ A _ A.B „ B a 

questo essendo A. B, saia —/’/>— — — , ossia FB — — e que- 

B 2 a 


sto ragionamento potendosi applicare a tult’i triangoli T che han- 
no la stessa base AB' e che pongono il loro vertice in un punto 
qualunque della retta indefinita BA' parallela ad AB 1 , (50 *), ne 
segue che la forinola della superfìcie del triangolo sarà 





AB 

~ 2 ~ 


. Cioè la superfìcie de ’ 


triangoli è eguale a tante imita quadrate , qitanlo è la metà del 
prodotto delle unità lineari che si contengono nella sua base e 
nella sua allessa . 

113. Essendo (Fig. 20) BE—BAsenA, sarà T——-—seifA.B): 

A 

epperò sono eguali due triangoli che sotto due lati eguali rispet- 
tivamente comprendono lo stesso angolo. 

Quindi se A, B; A!, B' sono l’altezza e la base di due trian- 
goli T, T' , sarà T ; T'—A.B ; A'.B'; e se sono eguali o le basi 
o le altezze, T ; T'—A.B * A 1 .B—A * A'; 

T * V=A.B * A.B'—B * B'. E se facciamo BA—l, BE—h ec., 
sarà T : r=b.lxo{b, Z) ; i'.Z'sen(i', Z')i e se è (b, /)=(£', V) 
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sarà T l T'—b . I • b' .1' . Epperò se è T— P sarà B * B'—A' ; A; 
b ; b'=V l I; est all’opposto sarà B B'—A' ; A,.o b ; b'=i' ; /, 
sarà T—T'. 

IH. Se M indica una media proporzionale fra A, B-, ed ni fra 



sarà P=M\ T=rn % , che dicesi quadrare un parallelo- 


grammo o un triangolo. 

115. Poiché ogni poligono può risolversi in triangoli e ogni 
triangolo in quadrato; perciò sarà facile di assegnare il quadrato 
equivalente ad un dato poligono. E infatti se i triangoli ne’ quali si 
risolve il poligono ( Fig. 33) P siano T, V, V... ed m, tri, 
ni" ... i lati de’ quadrali equivalenti rispettivamente a questi trian- 
goli , sarà r 

R*=m* +m M ; = + m M + m "* , 

R"’ = R '* +„i'"*=in , +m , '=m"* + 


lo che importa disporre ni, tu' ad angolo retto e tirare l’ipotenu- 
sa' /{ ; indi disporre R ed ni" ad angolo retto e prendere l’ ipote- 
nusa R 1 : e cosi continuare finche si giunge al quadrato eguale al- 
l’ ultimo triangolo. 

( Fig. 35 ). Lo stesso si avrebbe, se tirando una retta B a pia- 
cere ed elevando da un suo estremo / un perpendicolare IL, si chia- 
massero p,p', p" ... le perpendicolari abbassate rispettivamente 

KC 

da A sopra KC -, e da C, E sopra KP .. . , e si facesse h=p > 


h'=(p>+p") 


KP 

2 B ” 


ne risulterebbe il rettangolo 1S eguale al 


poligono AE; cosicché fatto M‘ — IS, ossia determinando M me- 
dia proporzionale Beh -p h' -p li " . . . sarà il poligono AE— M * . 
116. Sia A un Iato di qualsiasi poligono P che trasformasi nel 


M' 


quadrato equivalente M 1 : facciasi — Ah , epperò 7i= — - , 


Sara 


M 


à P—Ah—A . — . Sicché la superficie di un poligono può 

A 
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trasformarsi in un rettangolo che ha per lati un luto qualunque A 
del poligono e la terza proporzionale h in ordine allo stesso tato 
e al lato del quadralo equivalente al medesimi poligono. 


Facciasi h—pA , la quantità — sara un numero dato 

A 


quando è noto P=zM‘ ed un lato A di P. In tal caso avremo 
h . • 

P — Ah=pA* = A* . — . Sicché la superficie di un poligono può 
A. 

esser rappresentata da p volte il quadralo di un suo lato A, es- 
sendo p ed A delle quantità determinale , quando P è dato. 

117. Siano simili due triangoli T, T', e le loro basi ed altezze 

A.B A'.B' 

rispettive siano, B , A, B', A', saia T= — — , T '~ — — — . Fac- 


ciasi (prec.) T—B^m-, T'—B^n, sara — — — sszB*m, 

M 

A' ,B' A A' 

=B' t n; onde — esscr s ‘ in ^‘ * 


2 


2 B' 


A A' 

triangoli è —^ = -— $ sicché saia ni — ni epperò T = mB' , 


T’ —mB' 1 -, da cui si avra T \ T* = B* ; B 1 * ; cioè i triangoli si- 
mili sono come i quadrali de' lati omologhi. 

118. Siano P, P' due parallelogrammi simili, e B, A, B', A 1 
rappresentino le basi e le altezze di essi ; saia P — A . B , 
P' — A' . B' (1 1 1). Facciasi A.B—mB 1 $ A' . B 1 =nB'' -, epperò 

m— 5 n— - : ma per la simiglianza di questi parai Iclogram- 

xi a 


nu 


.A A 4 

1 « - = — : adunque sara ms=n, epperò 


P * P l =mB 1 * mB *=/?’ * B’ 1 . Cioè i parallelogrammi simili 
sono come i quadrali de’ lati omologhi. 

119. ( Fig. 35). Siano AE=P, A I E'=P I due poligoni simili 
che s’intendano risoluti ne’ triangoli rispettivamente simili , T, T' . 
T" ec. ; t, t', t' 4 ec. (79) j B, B 1 siano due iati omologhi di essi ; e 
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clicansi p, p', p" . . . le rispeilive altezze de’ triangoli T, V , T" 
rispetto a’vertici A, C, E; e q, q', q " . . . le altezze de’ triangoli 
t, l' , l" per rispetto a’vertici A', C , E 1 . Facciasi Pz=.mB* 5 
P'=nB '* ( 116)5 e s’intendano costruiti su di B i rettangoli T, 
7 7 , T" ... rispettivamente eguali a’triangoli dinotati dalle stesse 
lettere, le cui rispettive altezze siano h, h' , h" ec. ( 116 ), e sia 
h + h 1 •{■h 1 ' ec. — A: l'atto lo stesso per l’altro poligono trasfor- 
malo nel rettangolo equivalente B'.A 1 , saia P—B.A—mB 1 5 

A A' 

P'—B'. A h =nB l% 5 onde m— •— , n= - : quindi , per la egua- 
li B 

glianza rispettiva de’rettangoli T, /...a’triangoli KAC, K'A'C 1 ec. , 


saia B * KC=- ; h\ B' KC '—"k I k: ma per la simiglianza 

de’ poligoni è p ; q — KC ; K' C'—B * B' ( 79 ): adunque sarà 
p ; q — h ; k : epperò B ; B'=h l k: e similmente sarà 

b ; B'=u : kf=h" ; k"-. adunque h : k—h> ; k'=h" : k" 5 

epperò h + h' -f/i ". . . : k q-À # fi'. . . —h k—B ; B 1 ; cioè 

A A' 

A * A' = B l B' ; epperò m— — — — f z=n; sicché saia P=zmB % ; 

F r =mB' 1 ; onde P ; P'=.B % l B 1 ' ; cioè i poligoni simili sono 
come i quadrati dedali omologhi. 

Siano l, l', l" . . . ; m, tu', ni' . . . i lati rispettivamente ornolo- 

l Ì l" . . I 

ghi di due poligoni simili : saia — ==— - ; =—r. ec. : facciasi — =x. 

m rn' m' m 

epperò /=« »a, /'=//i'*ec. 5 si avra/+/' +/"... =*(m-l-m , +/M ,, ...)j 

. / + /' + /"... I V ... 

onde sara — cioè i perimetri eie 

rn tèi • 






m 


poligoni simili sono fra loro come due lati omologhi di essi. 

Abbiamo or dimostrato che varii poligoni simili i cui lat omo- 
loghi sono b, V , b" .. . possono esser espressi rispettivamente da 
mi*, mV*, mb' 1 *... aduuque i poligoni simili possono esser espressi 
da’ rispettivi quadrali de’ loro luti omologhi moltiplicali per un 
coefficiente costante ( 116 ). 
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1 20. Essendosi dimostralo P—A • B, P'=A' . B' , e B * B'—A ; A 1 , 
ne spgue che i predetti rettangoli equivalenti a poligoni simili so- 
no anche simili. Epperò i poligoni simili si riducono in rettan- 
goli simili equivalenti, quando questi sono costruiti su due lati 
omologhi de’ poligoni. 

* ' ( Fig. 35). Questo teorema è una conseguenza immediata del 
rapporto che hanno i poligoni simili (119). Infatti abbiamo 

AE B J A.B B A 

= ; epperò sara gf-j , , l>cr cu, saranno si- 


mili i rettangoli le cui rispettive basi ed altezze sono B, A r B' , A'; 
essendo B, B 1 due lati omologhi de’ poligoni simili. 

121. Siano P, P 1 due poligoni simili; e a, a' due lati omolo- 
ghi di essi; chiamisi A P ipotenusa i cui catelli sono a, a', e su di 
A intendasi costruito il poligono Q simile a’ dati, sarà P=ma *, 
P , =ma , ‘, Q=m4* (116 e 119); ma è .4*:=a*+a'’, (27), 
adunque sarà mA*=ma* + ma'*j adunque sarà Q—P+P’. Sic- 
ché il poligono descritto sull’ ipotcnusa di' un. triangolo rettan- 
golo è eguale alla somma de’ poligoni simili descritti su caletti. 

( 11 teorema del n.° 27 »t’è un caso particolare ). t 

122. (Fig. 36). Se un trapezio T fra le basi parallele B, B' 
si divida ne’ due triangoli AC1), AED che hanno la stessa altezza 

r « 


A (50), sarà T=q .A - 


-, in cui q dinota l’unità di misura 


quadrata. 

Intendasi tirala dal punto L medio di ED la L/7 parallela a CD 

EP 

e dal punto E la EP parallela ad AC, sarà EN= — , 

z 

ESL—N—EPD—P, ed EL\=L=EDP=D. Adattata l’e- 
quazione cardinale con queste condizioni a’ triangoli EPD, EIS'L, 
si avrà 

PD=EPcosP +EDcos.D...(i). , . 

EP ED 

AX= — COS P + ~a~ C0S ^ • • • (2) •> 

2 2 
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moltiplicando questa seconda per 2 e sottraendo da (1) la (2), ri- 
sulterà PD='2fiL; epperò 

AE + CD=zAE + CP + 2A L == 2 //.V+ AL) = 21/L; cioè 


HI. — 


AE+CD 

2 


li+B' 

2 


onde sai a 


(B + B') 

A CDE = q*A — — =q*A]/L. Cioè /a superfìcie di un tra- 


pezio a basi parallele è eguale a tante unità quadrate, quanto è 
il prodotto delle. unità lineari comprese nella distanza delle basi 
parallele per la retta tirala parallelamente ad esse dalla metà 
di uno de’ lati. 

Epperò l'alto A. HL—M* , sarà T=M * unità quadrate. 

123. Se a, b indicano due lati di un triangolo, sarà 


T =— seni a, b) : ma b— (55) : dunque sostituendo 

2 sen(i>, c) . 


sara 


j, n’sei^rr, /))sei:(n,c) Z>*sen(£,c)sen(/>,a) e*sen(e, n)sen(c, b) 

2xu(b, c) 2sen(n,*c) 2sen(n, b) 


e ciascheduna di queste tre forinole darà la superficie del trian- 
golo per mezzo de’ suoi angoli e d’un lato. 

12ì. Parimente abbiamo 


a.c a - c \r< —, ; 

i = — seu [a, c)= — V 1 — cos 1 (a, c) 

= ^ V + e) (£>-{- c — a) («+c — b'j ,'a -f- b — c) 

V a + b + c b^-c — a a-\-c — b a -f b — c- 

2 - • 2 • g * ^ ’ forinola che 

dà la superficie di un triangolo per mezzo de’Jali. 
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(') 125. Abbiamo T= — senC’==^-- sen(A -J- /?) ( 23 e 30 ) 

2à JL 

ab sen(A-f-/?)sen(A — B) ab (sen* Acos 1 B — sen* Bcos 1 .4) 

2 sen (A — B) 2 sen (A — B) 

ab sen 'A(\ — scn'B)— sen’J9(l— sen*. 4) ab (sen 1 A — sen*/?) 

2 scn(A — B) 2 sen(A — B) 


ab (sen A -J- sen B) (sen A — s cu B) 


2 

sen A a 
sem 


sen(A — B) 

sen A -f seni? a-\-h 




“* (55) ^B = V se,,* 


sen A — sen B a — b . (sen .4 -f- sen B) (sen A — sen/?) 

— • cioè 


seni? 

(n + b) (a — b) 


b 1 , sen 'B 

da cui si ha (sen A -{-sen 2 ?) (sen A — sen B) 


(a + b) (a — li) sen B sen B 

= ' se.i 'B = (a + b){a-b) — . — 

sen il sen B 

= (a 4 - b)(ci — b) .. — - — ; sostituendo in (Zf) si avrà 


1 (a*— Z>*)senAsen/? .... 

S~ - - 1 .- , forinola semplicissima data dal Legen- 

2 sen (A — B ) 

dre senza dimostrazione la quale dà la superficie di un triangolo, 
quando si conoscono due angoli di esso e la differenza de’ quadrati 
de’ lati ad essi opposti. 

126. ( Fig. 30 ). Siavi iscritto nel cerchio un triangolo i cui 
lati siano a, b, c e gli angoli ad essi rispettivamente opposti A, B, 
a 

C; sarà (98) scnA= — , epperò 


= 1 


'A— 


4r* — n’ 


kr' 


=cos*A= 


(Z* + c’ — o’) 1 
~ 4£*c*~ 


(60), da cui si 
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abc 

ha r— — _ 

VU’c* — (Z>‘ +c’ — a’) 1 

abc 

V (a + £+<■)(/' + f — a) (a + c — b)(a +b — t) 

espressioiie del raggio del cerchio circoscritto ad un triangolo in 
funzione de’ lati di esso. 

127. (Fig. 30). Poiché trattasi di un triangolo AB 1 C iscritto 
nel cerchio, ognuno de’ lati a, b, c è la corda della somma degli 
archi le cui corde sono gli altri due lati, o del supplemento a quat- 
tro retti della somma degli altri due archi : infatti b, per es. , è la 
corda di ABC ossia di AB' -f- B' C , o pure b è la corda di 
.4C=360 — (AB 1 +B'C). Adunque uua delle quattro quantità 
a, b, c, r può aversi in funzione delle altre, facendo attenzione 
che la somma de’ tre archi le cui corde rispettive sono a, b, c è 
eguale all’intera circonferenza. 

a 

Poiché a, b, c sono corde del cerchio, sarà — =senA, . 

» JéT 

^ssrseu B. Sicché dati due lati di un triangolo da iscriversi in 

un cerchio qualunque non sarà dato effettivamente che il rap- 
porto di essi lati al diametro del cerchio , ossia saranno dati gli 
angoli del triangolo da iscriversi , il quale sarà perciò dato di spe- 
cie. Sicché in qualsiasi cerchio può sempre iscriversi un triangolo 
equiangolo ad un triangolo dato. Se poi il cerchio è dato, cono- 
scendosi con due lati di un triangolo iscritto anche il raggio, sarà 
determinato il terzo lato , come lo dimostra la forinola (h ) , e ’1 
triangolo sarà dato. 

Quando è dato un triangolo i cui lati sono a, b, c, si determi- 
nerà il raggio r del cerchio circoscritto al medesimo con una delle 
forinole (h) , (Ir): se si cerca di conoscere i lati a 1 , b' , c* del trian- 
golo simile da iscriversi in un altro cerchio il cui raggio é r' , sarà 

c b a 

sen(o, b ) = - -- 5 sen(a, c)= — ; sen(i, c)= — , e parimente 
ir ir Ir 
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(J V a' 

sen(a', — sen (a», c’)=—- sen [V , </)= — •. ma è 

(a, Z>)=(a', l>'), (a, c)=(a', d), (b, c)—(b', c'); adunque sarà 
r r r 

a'=a.— ; d—c.—\ If-^b. — -, e saranno questi i lati del 
r r r 

triangolo iscritto in un cerchio del raggio r 1 ed equiangolo al dato 
triangolo i cui dati sono a, b, c, e eh’ è iscritto nel cerchio del 
raggio r. 

128. Se il triangolo è equilatero, sara a=ò=c, e la formo- 

a 

„ la (A) darà r=— — , da cui si ha a’ =3r J ; cioè il quadrato del 

V3 

lato del triangolo equilatero iscritto nel cerchio è triplo del qua- 
drato del raggio. 

129. ( Fig. 32 n.° 2). Sia ABB' il triangolo equilatero iscritto 
nel cerchio AA'BB' : se si suppone che D sia il punto medio del- 
l’arco AB' sotteso dal lato AB 1 di esso, sarà AD=DB I , e le cor- 
de AD, DB' saranno i lati dell’esagono regolare iscrittibile nello 
stesso cerchio: e poiché l’angolo ABD=B'BD (94), la BD pas- 
serà per lo centro del cerchio (87) , bnde l’ angolo BAD sarà ret- 
to (92). Ciò posto è AD*=AB* + BD* — 2AB.BDcosABD (60) 


=AB' + BD * —2 BA in BD . — ( 54 (1) ) 

BD 

= AB' + DB' — 2AB 1 —BD' — AB % = kr t — ‘3r 1 = r'. Sicché 
il lato dell’ esagono regolare iscrittibile nel cerchio è eguale al 
suo raggio. 

Lo stesso sarebbesi dimostrato facendo 

AD* =BD> — AB 1 ss ir* — 3r* = r*. 

130. Se il triangolo è isoscele, supponendo a=b, sarà 

a*c a 2 b * 

r= ■ - = ■ - — ; e per bzstc, r=z— , 

Via* — c 1 V4i’— a* 

della stessa forma della precedente. 
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131. Chiamisi S la superficie elei triangolo i cui lati sono, a t 


b, c, sara (124) W>=V(a+6+c)(6+c — a)(«-fc — b){ci-±b — c ): 
sostituendo questo valore nella forinola (Ir) (12G), sarà 

r = ^,.. (/,)• epperì» S= — . La prima di queste formule, 

dando r con una equazione di primo grado per mezzo della super- 
ficie del triangolo iscritto e de’lali di esso , dimostra che ad un 
triangolo qualunque pub esser sempre circoscritto il cerchio j cioè 
che per tre punti non si può far passare che un sol cerchio. 

a a 

132. La forinola sen .4= — (93) dà r=- . . (ni) eh’ è 

2r 2sendl 

il raggio del cerchio circoscritto ad un triangolo, espresso per un 
lato di esso e pel seno dell’angolo opposto. Se pongasi 

r — a }^- ( 128 (li) ) , si avrà la nota formola S= — (123). 
hS 2 

133. ( Fig. 37 ). S’ intendano tirate nel cerchio due tangenti 
AMsss, AN=s' da un punto A preso fuori di esso e, tirati i 
raggi DM , DN, s’intenda unita la MN. La forinola (1) (60) de- 
dotta dalla nostra formola cardinale applicata a’triangoli MDN, 
MAN dà 

Jftf*=2i*(l — cosZ>)=4/-*sen* (1) 69 ) 

J 


= s* -f s M — 2ss , cosA=(s-—s J ) t -J-4ss'sen* — . Eppcrò sarà 

J 

D A 

àr’sen 1 — =(s — s') 1 •+■ àss'seu’ — ; 

Jà Jà 


equazione che dà s — s'—0 cioè s—s 1 : epperò 

D A . , A 

rsen — = s . sen cioè r l s=sen — 

J Jà Jà 

ma , tirala DA , è r ‘ s = set) D AM ’ sen ADM (35) ; adunque 

; n4mr MAN MDN 

sara DAM = : — - — , ADM = — - — : eppetò se da un punto 


D 

sen-; 
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fuori del cerchio si tirino due tangenti e due raggi a’ punti di 
contatto, la retta che unisce il centro col punto ove concorrono 
le tangenti dividerà per metà tanto l’angolo delle tangenti che 
l’angolo fatto da’ raggi', e le due tangenti tirate al cerchio da un 
punto esterno saranno eguali. 

Sicché il centro del cerchio è sulla retta che divìde per metà 
l’angolo fatto da due tangenti al medesimo. 

Segue da ciò che supponendo divisi per metà due angoli CAB , 
ABC del triangolo ABC il centro del cerchio tangente a’iati del 
detto triangolo è il punto D dove le dette biseganti s’ incontrano. 
Ed infatti dietro di questa ipotesi sono eguali i due triangoli MAJD, 
NAD; siccome pure gli altri due NBD, PBD: onde sarà 
DM=DN=DP; epperò D è il centro del cerchio Ungente a’ lati 
del detto triangolo (128) : onde il triangolo si troverà circoscritto 
al cerchio. ' •' 

13ì. ( Fig. 37 ). Sia ABC un triangolo circoscritto al cerchio 
MNP: s’indichino con a, h, c i lati opposti agli angoli A, B, C 
del triangolo, con r il raggio del cerchio, e con ir la superficie del 
triangolo, sarà 

r 2* 

% — ADCA-BDC + AZ>5=(a-J-ò-t-e)- ; epperò r— - 

2 « + 


forinola che dà per mezzo di un’equazione di primo grado il rag- 
gio del cerchio circoscritto ad un triangolo in funzione della super- 
ficie e de’ la ti di esso: epperò un cerchio solo può essere iscritto in 
un triangolo. 

(*) 135. Siano a', b', é i lati di un dato triangolo $ se b è una 
determinata tangente tirata ad un cerchio dato , il triangolo simile 

a 1 d 

al dato circoscritto al cerchio avrà per lati b, a— —b; c=— b, 

b' b' 


epperò chiamata t la superficie di questo triangolo e il il raggio 
del cerchio in esso , si avrà 


II — 


2 * 


■&*i**) 


b' 2* 
b a' Arb' Ard * 
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e questa equazione essendo di primo grado, ne segue che è dato 
il cerchio iscritto in un triangolo simile ad un triangolo dato , e di 
cui è dato un lato. E la superficie di detto triangolo sarà dato 
dalla forinola (124) 

ò*. / (af+b'+c 1 \ (b'-\d — a!\ fa'+t'—b' \ / a'+b'-c 1 \ 

2 A 2 A 2 A 2 J* 

t poiché la superficie del dato triangolo è 

si vede che le due superficie saranno fra loro come ^ \ 1 , cioè 

* l I'=b* l V ' , come sappiamo d’altronde (117). 

(*) 136. ( Fig. 37 ). Il raggio del cerchio iscritto in un trian- 
golo i cui angoli sono A, B, C e i lati rispettivamente opposti, a, 
b, ce anche espresso dalla forinola 

ci ^ b b 

r ~7? 'A B ~. n 

2 (cot- + cot- + cot-J 

la quale può ottenersi facilmente dalle cose predette. Infatti chia- 
miamo s, s'i p, p'i q, q' le tangenti tirate rispettivamente da’ ver- 
tici A, C, B del triangolo ; e poiché abbiamo veduti 5 = 5 *, p —p ', 
q<=cf (130); e sappiamo di più NAM= 180 — NDM; 

NBP= 180 — NDP-, MCP = 180 _ MDP ( 32 , 99 ) , sarà 

(60, ( 1 )) JfA T, = 2 s’(l— cos^)= 2 r’(l— cosD)= 2 r*(l+cos^), 

£ 

(essendo ^4=180— --D); ma è 1 — cosA= 2 sen’ - , e 

2 

A 

1 + cos i4=2cos’ — ( 69 , ( 1 ) , ( 2 ) ) ; sicché sarà 

A A A A 

hs'xn’ — =4r’cos’ — ; cioè 2 ssen-^ = 2 rcos — ; epperò 
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A C B 

2s— 2rcot — , 2/>=r2rcot — j l 2q~ ! 2rcoi — \ cioè 


2s +2p + 27=a + i+c=2rf col — 
d’onde si lira 

n + A +c 


B 

+ cot — + cot 

A 


f) 


a f A B C\ 

2^cot-+cot-+cot-J 

Quando il triangolo è equilatero è <i — b — c, A~B—C zz60"ì 
sicché la precedente formola diverrà 

nsen30 ^ r V3 a 

r = 2cos30 = “ ' 2 : (128) = 2V3 (,) ' *■ cui abtó "“° 

a=2ry3 (2). L’equazione (2) è espressione del Iato del trian- 
golo equilatero circoscritto al cerchio del raggio r;e l’altra (l)-à 
l’espressione del raggio del cerchio iscritto nel triangolo equilate- 
ro: or abbiamo veduto che il raggio del cerchio circoscrìtto al 

a 

triangolo equilatero è r-—— (127). Adunque se s’iscrive e si 

Vi 

circoscrive il cerchio ad uno stesso triangolo equilatero , il raggio 
del cerchio circoscritto sarà doppio del raggio del cerchi? iscritto. 

137. ( Fig. 38 ). Abbiamo veduto che un cerchio può sempre 
passare per tre punti (130): vediamo ora se può passare anche per 
quattro punti e sotto quali condizioni. Supponiamo un quadrila- 
tero ABA'B' in cui siano tirate le diagonali A A', BB 1 ; e gli angoli 
delle diagonali co’ lati del quadrilatero, siccome pure i lati di que- 
sto siano dinotati dalle lettere che veggonsi nella figura , e facciasi 
pure BB'—a, AA' =ò ; i raggi r, r* de’ cerchi rispettivamente 
circoscrìtti a’ triangoli ABB', AB A' saranno (126) 

ainn 

r —T^ ~ ■ > 

Y (a -t* in + n) {in -f- n — a) {a + n — ni) (a + rn — n) 

bruii' 




V {b + m + m') (m + m' — b) (b + mi — ni) (b + m — m!) 
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Questi raggi risulteranno identici , ossia i due cerchi si confon- 
deranno in uno sotto le due condizioni, di b^za, e di nzzzm 1 . La 
prima condizione riduce il quadrilatero a quadrato o a rettangolo 
(59 pag. 55 riga 14 a 17). Adunque se il quadrilatero è rettangolo 
o quadrato, il cerchio che passa per tre de 1 suoi vertici passera pel 
quarto. 

(*) Prima di generalizzare questo teorema , osserviamo come la 
nostra equazione fondamentale ci porta direttamente il precedente 
teorema. Infatti supponendo il quadrilatero iscritto nel cerchio ep- 
però B>AA'=B'BA', BAA'= Btì'A' (9V) i due triangoli ABB', 
ABA 1 danno rispettivamente 

il 1°... m=acos^ + «cosA. . . n=ac os^' +mcosA 
il 2°... m=Acos6'+ni'cosJ8. .. m'=Zicos$' q-mcosS. 

Introducendo in quest’equazioni la condizione nz=ib... m , = n... 
le precedenti equazioni diverranno 

/n:s=acosf + ncosA. . . n=acos^' ■A-mcosA 
m— acosò' -{-ncosB . . . n~a cos -f-mcosff. 

La differenza presa orizzontalmente dark 

m — n=a(cos(p — cos^') + (« — m) cos A ; 
m— >ti=a( cos 6' — eos</) -p (n — m) cos B 

le quali si verificano facendo A=r2?3=90 ; ; e potendosi pa- 

rimente dimostrare 6=^' , si deduce che i quattro angoli A, B, 
A 1 , B 1 sono eguali e retti e le rette opposte parallele, lo che c una 
conseguenza: epperò il quadrilatero risulta un rettangolo o il qua- 
drato iscritto. 

138. ( Fig. 38 ). Generalizziamo ora il teorema precedente e 
supponiamo che un quadrilatero qualunque sia iscritto nel cerchio; 
l’equazione fondamentale applicala a’triangoli BAB' , BA'B' che 
hanno di comune il lato BB'—a dark 

a=mcos^-f-/^coSlf , . . . «=m'cosÓ -p/i' cos6 r ; 

ma abbiamo pure (93) 

m=2rsen^', zt=;2rsen^, m'=.2r sonò ' , n f =2rsen6; 
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sicché eguagliando i valori di a e sostituendo per in, in', n, nf 
questi rispettivi loro valori si avrà 

2r(sen^>'cos^-)-scn;>cos^')=2r(sen 6 : cosi -}- sendeos 6') ; cioè 
sen -f - <j') =sen (6 + 6 ') , ossia sen BA B ' = sen BA'B ' . 

In due modi può esser soddisfatta questa condizione; 

1° BAB' =BA'B' ; 2° BAB' + BA'B'— 180. La prima condi- 
zione si riferisce al caso particolare del parallelogrammo ; ed ab- 
biamo veduto che questo parallelogrammo dee esser rettangolo. 
La seconda condizione rende generale il teorema mostrando che il 
cerchio può passare per quattro punti , quando uniti questi con 
delle rette, ne sorge un quadrilatero in cui gli angoli opposti so- 
no eguali a due retti. 

Adunque gli angoli opposti di un quadrilatero iscritto in un 
cerchio sono eguali a due angoli retti. 

(*) Questo teorema può enunciarsi anche cosi. Se gli angoli op- 
posti di un quadrilatero sono eguali a due retti, il cerchio che 
passa per tre de’suoi angoli, passera pure pel quarto. E potremo 
dimostrarlo così direttamente. Chiamasi r il raggio del cerchio che 
passa per AB A' ed r 1 quello del cerchio che passa per AB 1 A' ; e 
s, s' simboleggino le superficie di questi triangoli rispettivamente ; 
mimi 1 . nini' 


sarà (128) r: 


valori (123) 


ks 




ks' 


- ; c ponendo per s, s ' i loro rispettivi 


n . n' 


n . n' 


; -——sen B' =s — — sen B ( per essere, 
2 * 2 * 

^ i> , h 

giusta l’ipotesi, J?'=180 — B), si avrà r= - — : r= : 

r 7 2senJS 2seuJ? 

onde sarà r identico ad r 1 : per cui il cerchio circoscritto al primo 
triangolo è identico a quello circoscritto al secondo. 

139. ( Fig. 38 ). Vediamo in quale altro caso il cerchio che 
passa per tre dati punti, passa anche per un quarto punto da- 
to. Sia dunque un cerchio che passa pe’ vertici del quadiilalero 
ABA'B' sarà (96) »t=2rsen^', « , =2/ - sen0; epperò 

m sen*' CB AC 
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CB l CA'—CA ; CB'. Epperò se quattro punti sono presi sulla 
circonferenza di un cerchio , e sono congiunti diagonalmente, i 
segmenti delle rette congiungenti sono fra loro in ragion recipro- 
ca ; e reciprocamente se si uniscono quattro punti diagonalmente 
e i segmenti risultano inversamente proporzionali, il cerchio che 
passa per tre de' quattro dati pimti, passerà pel quarto. 

1W). (Fig. 38). Sia ABA'B' un quadrilatero iscritto nel cer- 
chio colle sue diagonali AA' , BB ed applichiamo l’equazione 
fondamentale a’due triangoli AA'B', ABB' , essi daranno rispetti- 
vamente 

n' =AAcos$ -fncos 6'). . . BB' =mcos$ -pncosf': 

la prima moltiplicata per m si sottragga dalla seconda moltipli- 
cata per AA', si avrà 

( h ). . . AA' .BB 1 — m.ns=n(AA r cosf' — mcos(^' +6') ), 
ma applicando l’equazione fondamentale al triangolo AB A' si ha 
(/). . . m' =AA' cos^' +mcos(? + b)=z A A' cos ^' — mcos(f' + «') 
( per esser ?+«= 180 — (*' + d / ) (135)); cioè 
nm ' = « ( AA' cos f' — mcos(f' +6') ). . . (/'): 
paragonando l’equazione^/') all’equazione (/i), si avrà 

AA' .BBf—mn' + m'n=AB. AB' + AB .AB'... ( k ). 

Sicché nel quadrilatero iscritto nel cerchio il rettangolo delle 
diagonali è eguale alla sonuna de’ rettangoli de’ lati opposti. 

Questo è il prestantissimo teorema di Tolomeo sul tetragono 
iscritto nel cerchio, il quale teorema ha tanta relazione alla teo- 
rica delle sezioni angolari (a). 

Passiamo a dimostrare coll’ajuto della stessa nostra' formola 
cardinale un altro importantissimo teorema sul tetragono iscritto 
del cerchio dimostrato sinteticamente dal Legendre nello scolio che 
6egue la proposizione 33 del libro IH della sua pregevolissima geo- 
metria- 

fa) Vedi la memoria del signor Nicola Fergola inserita negli Atti della 
II. Accademia delle Scienze Voi. I. 
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141. (Fig. 38). Pel teorema fondamentale abbiamo 

A<4 , =rtcos9 +ra'cos^>. . . m=ncos(e+6') + BB'cosy: 

si elimini cos$ fra queste due equazioni , si avrà 

(p ). . . AA! .BB' — m.nf—n( BB' cos9 — n' cos(d + 6 ') ) 

Applichiamo ora la formola fondamentale a’due triangoli AB' A', 
AB'B ; si avrà 

n=zn'cos($' +6') + 4A'cosd. . . n—B B' cos^' + wicos(9-{- 9'): 
la prima di queste due equazioni dà 

n — n'cos (»' +9') 
cos9= - ■ 


AA' 


eppero 


BB'cost—n^^—n' ^^cos(/ + 6'). .. (1) 


la seconda equazione dà 

cos(9 + 9')= 


n 


BB' 


in m 


cosf'j epperò 


fi , cos(9 + 9') = — i — BB'costf ’ . . . (2) 

m m 

sottraggasi ( 2 ) da ( 1 ) 5 sarà 

( 7 ) . . . BB'cosd—n'cos(ò + 9') = 

^ AA' m J V ^*^1 m J 

eliminando BB' cosò — n'cos(9 + 6 ') fra P equazioni (p) e ( 7 ), si 
avrà 

AA' .BB' — m.n' 

(r) 


n 




cos($' +9') cos?' 


AA' 


m 


)’ 


Digilized by Google 



-r- 122 — 


ma l’equazione (li) <lel n.° (139) «la 
AA'.BB' — m.n' 


(h) . . . 


.1.-1' cosi / — in cos(^' -f 0') : 


sicché eliminando i primi membri delle due equazioni precedenti 
(h) e (r) si avrà 


BE' 

XF 


AA'cosy' — mcos($' +0') = 

" C-Ìr-- 


mj 


cos y 1 \ 


liberando da frazione, sarà 

mAA^cos^' — m' A A' cos (^' q- <K) = 
m.nBB' — n. n'AA! — n'BB'(mcos(^' +0') — AA'cosy' ) ; 
cioc 

m.nBB 1 — n'BB' ( ni cos ($' + — ■ A A 1 cos ^ ) = 

n. n'AA' A- m AA\AA' cos^' — mcos($' +0') ) ; 

sciogliendo in fattore per BB' , e per AA' , si avrà 

BB' £ m . n — n' (mcoafo' + 0 / ) — 4j4 , cos<j.'^J = 

AA 1 £u.V + m^AA r cos — mcos(^' + 0')^ J j 

ma per l’equazione fondamentale applicala al triangolo AB A' è 
in' —AA' cos Hf 1 +mcos(n>-{-0)=ilA'cos^' — //tcos($' + 0'); 
c questa equazione è identica all’altra (/) del n.° (139); adunque 
eliminando il secondo membro di questa equazione , l’equazione 
precedente diverrà 

BJ3' (ni . n + mi . n')~ AA 1 (n . n' + ni . m') ; cioè 
BE' ( BA . B'A + BA! . B'A‘)—AA' (AB' . A'B' + AB.A'B) ; 

che sciolta in proporzione darà il prelodato teorema di Legendre ; 
cioè die le due diagonali del tetragono iscritto in un cerchio sono 
fra loro come la somma de’ rettangoli dedali adjaccnti alle loro 
rispettive estremità. 

H2. (Fig. 38). facendo AA'—D. BB'—D': l’ equazioni che 


I 
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enunciano il teorema di Tolomeo e P altro del Lcgcndre acquiste- 
ranno rispettivamente la forma semplicissima 

DD'zzzm.n! +n.m ' . . . J)(n n' . m , )—D‘(ni . n -J- tu' .n')...(Q) 

le quali combinate fra loro faranno conoscere. 1 ° le diagonali del 
tetragono iscritto nel cerchio per mezzo de’ lati di esso. 

Se supponiamo eguali i lati opposti, cioè m—n 1 , m'—n, l’c- 
quazioni ( Q ) diverranno 

Diy^zm* ; %nm' D—%nw! D 1 , cioè D=D I . 

Questa seconda equazione ci dice che quando il quadrilatero iscrit- 
to nel cerchio ha i lati opposti eguali, diviene un rettangolo, di 
cui è caso particolare il quadrato - , lo che è analogo a ciocche ab- 
biamo veduto quassù (131) : la prima si traduce che il prodotto 
delle diagonali del rettangolo c eguale alla somma de’ quadrati de’ 
suoi lati : ed infatti ( Fig. 38 ) se ABA'B' fosse rettangolo si 
avrebbe 

AA'—Vm* + »'*= Vi » 1 +«’ ; e BB'=Vn' +n' 1 =Vm’ +n* ; 
epperò 

AA. BB' ==m* +n* i ossia AA^ — m'^n'. 

Se poi tutt’i quattro lati m. m! , n, n! sono eguali ( ch’è il caso 
del quadrato ), l’equazioni (Q)> ci daranno D.D=2ni* -, D=D' 5 
cioè che il prodotto delle diagonali del quadrato o il quadrato di 
una di esse è doppio del quadrato del lato; o che vai lo stesso 

D=m\2 ed m= 

143. ( Fig. 38 ). Determiniamo ora alcune nuove relazioni de’ 
quadrilateri iscritti nel cerchio. Sia dunque ABA'B' uno di questi 
quadrilateri ; tirate le diagonali AA', BB 1 si applichi la forinola 
fondamentale a’ triangoli ACB, A'CB', ne’ quali oltre gli angoli al 
vertice sono pure eguali quelli segnati colle stesse lettere greche, 
si avrà 

2?C=mcosqp-f- ACcosC. . . A' C=n' così? + B'CcosC 
AC =mcosb' ^-B C coi C. , . B' C—n' cos 6 ' + A 1 C cos C 
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sommando la prima e la quarta-, la seconda e la terra ; si avrà 

BB 1 =/«cos<$> + n 1 cosò' + d^'cos C 
AA'=m costì' ■\-nf cos^ q- BB'cos C. 

Facciasi AA'—D; BB' — D' ; sommando le precedenti e scio 
gliendo in fattori , avremo 

(D + &){ 1 — cos C) = (ni + n') (cos $ q-cos8'), 

ossia 

C * + ò' <t > — tf 

2 (D + D')sen* — • = 2(m + «0 cos — cos — jr — : 

2 2 2 

ma è <7=180 — (<? + ®') (30); epperò 

|=90-^ j; per cui sen| = cos^±^, 
sostituendo nella precedente formola e riducendo sarà 


(//)... -0 -J- n # ) — - i 

co.t±i 

2 

formola nuova ed elegantissima die dà una relazione fra la somma 
delle diagonali del quadrilatero iscritto in un cerchio e tra quello 
di due lati opposti di esso colla somma e differenza degli angoli 
che a’predetli lati fanno le due stesse diagonali. 

Se il punto C si confonde col centro del cerchio, per cui le due 
diagonali D, D' divengono due diametri, sarà D-\-D'—±r, m=//, 

ni nf 

®=6', onde la formola (H) diverrà 2 r= = -, eh’ è la 

COSif cos^' 

nota formola ( (1) e (2) § 54 ) de’ triangoli rettangoli ; poiché in 
questa ipotesi 2r rappresenta BB 1 diventato diametro , m il caletto 
AB e * l’angolo acuto adiacente ad AB; siccome n' ha 6' per ca- 
tetto adjacente nel triangolo BA'B'. Quindi l’equazione 

lìl\f 2 

I>/>'=2/?l , (129) diverrà 4r , =2/n’, che dà r=— — , «i=rV 2 

Zi 
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che sono l’ espressioni del raggio e del lato del quadrato iscritto 
nel cerchio, l’una per l’altra. 

La forinola ( H ) (§ 143) adattala a’triangoli ACB', BCA' da 


cos- 


(JQ.,. D +D 1 =(«'+«)■ 


cos 


2 


Abbiamo nella formola (H) ^ +6'=180— C, epperò 
cos(*±^-J = sen|; e nella formola (K) y 1 -f- b=C epperò 

s= cos ^ : adunque l’equazioni (H) e (K) diverran- 


cos 

no rispettivamente 
2 ? + D'=(m + n')- 


cos- 


q—b' 
~2~ 


cos 


fl 


c 

sen- 


. . D D'zs(m! + ri) • 


cos — 
2 


Eliminando D+D 1 , si avrà 

b f 


cos- 


(L) . . . 


cos- 




m! +w C 

: 1 t an g7r- 

m+n 1 0 2 


2 


Per mezzo di questa formola possiamo determinare tutti gli ele- 
menti del quadrilatero iscritto nel cerchio sol che conosciamo col 

m' +ra 

raggio r del cerchio, C, il rapporto ^ ^ , e f — 6' , o pure 

m! +ra . 

®'— 6 . Infatti dato il rapporto — - — r, C , e — 6 ' nel tnan- 
1 mfn 1 

golo ACB, sarà dato pure * + 6'=180— C, epperò f e 0 ': al- 
lora l’equazione (L) farà conoscere — b nel triangolo ACB', ed 
essendo parimente noto ACB'^ISO — C sarà noto + 9, epperò 
e b 5 si conosceranno dunque gli angoli che le diagonali AA' , 
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BB' fanno cogl’ignoti lati del quadrilatero', i quali rimarranno de- 
terminali da 

m'=2r sentì', n'=2r sentì, ;«=2rsemf, «=2rsen? (96): 

quanto alle diagonali rimarranno determinate dalle forinole (//) 
e (A F ) , o dalle altre (55) 


sen ^ sen ^ 


o pure ricorrendo all’equazione cardinale 

D = A A! = il cos 6 + ii' cos ? = m costì'-}- m ' cos <f' 

J)' = BB' —m cos $ + n cos ;>' = m' cos tì + n' costì'. 

Osserviamo che le formole 

m=2/-sen$', /i=2rsemf; m'=2/'scutì'; ra'=2rscntì (96) 

« • 

sono alte a determinare i lati di un quadrilatero iscritto in un 
dato ccrcliio , quando si conoscono gli angoli che questi lati fanno 
colle diagonali di esso; o a determinare i predetti angoli epperò 
gli angoli del quadrilatero quando si conoscono i lati del medesimo. 

Non conosciamo che altri siasi occupato di quest’analisi e ci 
sembrano nuove le formole (//) e (Z-). 

144. (Fig. 39). Sia ABEDF un poligono regolare, e s’inten- 
dano divisi per meta due de’ suoi angoli FAB, ABE colle rette 
AC, BC le quali converranno in un punto C (46); saia 
CAB= CBA (fe); epperò a=b ( 52 pag. 45). Applicando l’e- 
quazione cardinale al triangolo ACB, si avr'a 

c=ncosJJ + icos.4=:2acos.B. . . (1): 

ma la stessa formola cardinale applicala al triangolo CBE da 

c = n cos B + mcosE. . . (2): 

eliminando c fra (1) e (2), si avr'a acosB=mcosE. In due modi 
può essere intcrpclrata questa equazione; 1° o B—E ; 

2° o a ; ni = cos E cos B. Questa proporzione è assurda nell’ipo- 
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lesi di a ^ m , 


perche ne risulterebbe 


E^Ii( pag. 45 riga 19); 


adunque a=rn, B—E\ E continuando così poi gli altri angoli , 
ne segue che le rette le quali dividono per metà due angoli di un 
poligono regolare si uniscono in un punto, dal quale tirate le 
rette agli altri angoli dello stesso poligono, queste saranno eguali 
e divideranno anche per metà gli angoli rimanenti rispettivi ove 
terminano. 

(*) Questo teorema è racchiuso nell 7 equazione (1) ossia 
c=2acosB : infatti essendo /I + /?-{-£= 180, ossia 221=180 — C: 


C 

sarà B = 90° — — : laonde la precedente equazione diverrà 


„ c rV(b+c—à)(a+c—b) rc 

c=2asen- = (pag. t2(J))=-, 


la quale dà c(b — r)=0: ossia b=r ; cioè qualunque di quelle In- 
seganti é quanto il raggio del cerchio circoscritto al poligono re- 
golare. 

Sicché ad ogni poligono regolare può esser circoscritto il cer- 
chio, il cui centro è all’unione di due di quelle biseganti, c’1 cui 
raggio è uno di queste. 

n D E 

145. (Fig. 39). Abbiamo Cq—rsen — =Cp=msen— r=C7».. 

2à 2 


Sicché tutte le perpendicolari che si abbassano dal centro su’ 
lati del poligono regolare, sono eguali. 

Epperò il cerchio descritto col centro di un poligono regolare e 
col raggio eguale ad una delle predette perpendicolari passerà tan- 
genzialmente a’iati del poligono ( pag. 6 , e 99 ) e sarà iscritto in 
esso. 

Sicché in ogni poligono regolare può iscriversi il cerchio il cui 
centro coincide con quello del cerchio circoscritto , e’1 cui raggio è 
la perpendicolare abbassata dal centro su di un lato di esso, e che * 
i geometri dicono apoléma. 

140, Sia c un lato del poligono regolare di un numero n di lati, 
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e a il suo apotema (144), la superficie del poligono sarà espressa 
dalla forinola H 

2 

147. Sia A il lato di un poligono regolare P, e a l’omologo del 
poligono p simile a P e perciò regolare: siano il, R 1 i raggi de’ cer- 
chi rispettivamente circoscritti ad essi , e r, r' i rispettivi raggi de’ 
A R r 

cerchi iscritti; sarà — = — = — (40) epperò (119) 
a R' r* 


P • p=zR* ; R' , =r t l ri* ; e se IT , * indicano li perimetri ri- 
spettivi di essi, essendo n * « = A ; a ( 119 2“ parte), sarà 
n : «=R : R'—r l ri. 

Cioè la superficie de’ poligoni simili sono fra loro come i qua- 
drati de’ raggi de’ cerchi circoscritti o iscritti ad essi } e i loro pe- 
rimetri sono come gli stessi semplici raggi. 


Iscrizione e circoscrizione de’ poligoni regolari nel cerchio. 


148. Le teoriche che abbiamo sviluppate e le formule che ne 
abbiamo ottenute menano direttamente alla soluzione del proble- 
ma d’inscrivere nel cerchio e di circoscrivere ad esso alcuni poli- 
goni regolari. A tal oggetto riprendiamo la prima formola (Q) 
(142), cioè DD'=mn l +nm' e supponiamo che D—AA’ (Fig.38) 
divenga diametro del cerchio, ossia 2 r; saranno retti gli angoli 
AB' A', AB A' } epperò sarà 

2rD / =mV4r* — n* +nV4r* — m* , che darà 


nV4r’ — n* +«V 4r* — m* 


• • • (!)• 


Questa formola , oltre il raggio del cercltio , contiene i tre lati 
del triangolo BAB cosicché possiamo da tre di queste quantità 
determinare la rimanente , come abbiamo anche osservato (127). 

149. Supponiamo m=ra,. la formola (1) diverrà 
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che in un dato cerchio ci dark D> per m,edm per D’, cioè la cor- 
da di un arco per mezzo di quella della sua metà, e all’opposto. 
Così se vogliamo il lato del triangolo equilatero da iscriversi in un 
dato cerchio per mezzo del lato dell’esagono, essendo questo espres- 
so da r (128) , si porrh in (2) m±=r, e si avrh , come 

sappiamo d’altronde. E se, essendo noto il lato del triangolo equi- 
latero iscritto nel cerchio, si vuole il lato dell’esagono, bisognerk 
porre in (2) D'=r yà: fattane la sostituzione e riducendo, si avra 
1 equazione +3/^=0 la quale dark m’=2r’+r*- 

il solo segno inferiore soddisfa al problema, poiché il segno 

nore darebbe m=D’-. laonde sarà m=r, come sappiamo d’ai, 
tronde (128).. 

150. La forinola (2) da r= - . . (3) che dà il rag- 

— D 1 * & 

gio del cerchio circoscritto al triangolo isoscele i di cui due Iati 
eguali sono m, e l’altro è IV. Identico valore si sarebbe avuto dalla 
formola (A) (136) facendo in essa due Iati eguali. 

Se si pone D'= m nell’equazione (3), ,i avrà r—^L, da cui 

Va 

si deduce w=rV 3, come abbiamo pure ottenuto per altra via (128). 

Riepilogando dunque abbiamo , per iscrivere nel cerchio di 
raggio r. 


un triangolo qualunque i cui lati sono IV , m, n 
(I). . /)' niV-sr* — n’ -j-nVAr* — m* 


IV nm 


un triangolo isoscele i cui lati sono D' , m 


(II)... . r; 


Vw-flo ’ 
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il triangolo equilatero il cui lato è m 
(IH). . . m=ryà. .. r= — . 

Se nella forinola (11) (150) si ponga D 1 — lato dell’esagono re- 
golare = r, si avrà per m il lato del dodecagono regolare iscritto; 
e fatto questo =D I , si avrà per m il lato del poligono regolare 
iscritto di 24 lati: e così continuando indefinitamente potremo 
avere i lati de’ poligoni regolari iscritti di 48, di 96, di 192... lati. 

151. Passiamo al lato del quadrato iscritto nel cerchio. Si ti- 
rino (Fig. 40) i due diametri rettangolari AC , BD e si congiuu- 
gano A, B, C, D: la formola cardinale dark per AB, che chia- 
meremo q, l’espressione 

(IV)... <7=2rcos45=r'V'2 (28), d’onde r=-~. 

\2 

Se nella formola (li) (150) porgasi iy=r \ ?, si avrk per m il 
lato dell’ottagono iscritto nel cerchio; e posto questo lato =2)* , si 
avrk per m il lato del poligono regolare di 16 lati , e cosi successi- 
vamente potremo avere i lati de’ poligoni regolari iscritti di 32, 64, ' 
128... lati all’infinito. 

152. Per iscrivere il lato del pentagono regolare, determiniamo 
prima il lato del decagono regolare. Sia perciò ( Fig. 40 ) AP il 
lato del decagono, sark AEP= arco zlP=36°; epperò 
EAP=EPA—T2p^z%AEP. Tirisi PF=PA, e pongasi AF=b', 
EA—r, AP=zc. La formola cardinale applicata al triangolo AEP 
sotto le precedenti condizioni dark 

c=2rcos242?P=2rcos2.E; epperò r= — — — — — . . . (1); 

2cos2 E 

ed applicata al triangolo FPA dark ò=2ccos2E. . . (2): molti- 
plicando membro a membro (1) per (2), si avrk br—c ’. . . (3). 
Ma, per essere PFA=A=2E , è PFE — 180 — 2 E, ed è 
FPE=m—E—PFE=i8Q—E—(m—2E)=E : adun- 
que sark PF~PA~EF—c. Sicché l’equazione (3) diverrà 
c*=zEF'=EA.AF. 
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Quando una reità E A dividesi in modo in un punto F che la 
parte maggiore FE sia media proporzionale fra l’intera retta e la 
rimanente parte AF , dieesi divisa in estrema e media ragione . 
Adunque il lato del decagono regolare iscrittibile in im cerchio 
dato è eguale alla parte maggiore del suo raggio diviso in estre- 
ma e media ragione. 

Facciasi perciò AP=zEF=x, si avrà x’+rx— r*=0 la 
quale darà, fatte le riduzioni 


(V) . . lato del decagono =s m = 

153. Per avere ora il lato del pentagono facciasi nell’equazio- 
ne (II) (150) i+V5),ne risulterà che il Iato del pen- 

tagono sarà 

jv _Ì(~ 1 +Và)V[^ , -~(-l +V5)’] 

" ~ - =P= 

2 (— 1 + V*) V&— 5 (6— 2yà) = § V io — 2yì; 

2j D' 

eppero r— — . 

V/10— 2V& 

Facendo in (II) (150) 0=1 ^i +yg , si avrà per m il 

lato del poligono regolare di 20 lati da iscriversi nel cerchio e cosi 
potrà continuarsi progressivamente ed indefinitamente per avere i 
lati de’poligoni regolari di 40 , 80, 160. . . lati. 

154. Il lato del decagono è I(— l+y 5 ), e quello dell’esago- 

na è r: la somma de’ quadrati di questi due lati sarà ^(10— 2yg ; 
ch’è il quadrato del lato del pentagono. Adunque il quadrato del 
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lalo del pentagono regolare iscrittibile nel cerchio è eguale alla 
somma de’ quadrati del raggio e del lalo del decagono regolare. 

155. Se determiniamo in (1) (150) il valore di m per mezzo di 
D', n , r; tralasciando il segno + nel radicale , come abbiamo fat- 
to (149) per avere col mezzo della formola (li) il lato dell’esagono 
regolare per quello del triangolo equilatero , avremo 


(E) m: 


D'\k r '—. n ' — n\kr'—l>' 
' 2 r 


della quale formola possiamo far uso per determinare la corda di 
un arco, eh’ è la differenza di due altri archi, per mezzo delle cor- 
de di questi. 

circonf circonf circonf 


156. Quindi essendo 


10 =-Ì5“’ 1,C " iCOr ' 


da è il lato del pentedecagono regolare iscrittibile nel cerchio, ne 


segue che se nella formola (E) facciasi Zi' =r= corda 


circonf 


i ed 


r circonf 

n =- ( — 1 + \à)=corà & — — — , si avrà per m il lato del pen- 
jL 1 u 

tedecagono. Fattane la «ostiamone e la riduzione , e chiamando p 
il predetto lato , sarà 


(VII)... p — 1 - (V 10+ 2y6 — Vi 5 + V5) ; onde 

r= * — 

\Zio+2yj> — y ts +ya 

E ponendo per D 1 questo valore di p in (II) (150), si avrà per m 
il lato del poligono regolare di 30 lati , e potranno parimente 
aversi nello stesso modo i lati de’poligoni regolari iscrittibili di 60, 

di 120, di 240 .. lati. 

157. Dalle cose dette risulta che noi possiamo iscrivere nel cer- 
chio il triangolo equilatero, il quadrato, il pentagono e’1 pentede- 
cagono , e i poligoni regolari che dipendono da questi quattro po- 
ligoni originarii , quando ciascuno degli ardii sottesi da’ lati di essi 
si divide successivamente per metà. Dovremmo ora dimostrare che 
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questi sono i soli poligoni regolari che si possono iscrivere colla 
geometria elementare cioè colla retta e col cerchio , ossia analitica- 
mente per mezzo di equazioni di primo e secondo grado solamen- 
te : ma la teorica che a ciò conduce è fondata sull’ analisi inde- 
terminata ed è assai superiore ad una istituzione elementare, li ce- 
lebre Gaus se n’è occupato in una sua profonda e difficilissima 
opera, ove risguardando i poligoni di un numero disparì di lati, 
ha dimostrato che colla geometria elementare si può iscrivere nel 
cerchio il poligono regolare di 2” + 1 la*» purché 2" + 1 sia un 
numero primo, nella quale forinola è compreso il poligono rego- 
lare di 17 lati che si ha facendo n=i, poiché 17 è numero primo. 

Ma il seguente ragionamento ch’equivale ad una dimostrazione 
empirica della iscrizione esclusiva de’ poligoni di 3 5, 15 lati, 
polla esser utile a’giovanetti. 

Se noi dimosuiamo iscrittibile colla geometria elementare il po- 
ligono regolare di 60 lati ; poiché 60 è uno de’ maggiori divisori 
di 360° , potremo trarne i poligoni originarii di n lati quando n è 
fattore di 60. Infatti quando fosse iscritto nel cerchio il poligono 
regolare di 60 lati , unendo gli archi a 20 a 20“ con delle corde, ne 
risulterà il triangolo equilatero; unendoli a 15 a 15 si avrò il qua- 
drato; tirando le corde a quegli archetti presi a 12 a 12 ne risulte- 
rebbe il pentagono- regolare, e finalmente unendo le corde a k a li- 
si avrò il pentedecagono. Ma il poligono regolare di 7 lati , di 9 
di 11. ... non potrebbero iscriversi colla geometrìa elementare , 
perchè 7 , 9 , 11 . . . non sono fattori di 60: 

Or egli è agevole l’iscrivere nel cerchio colla geometria ele- 
mentare il poligono regolare di 60 lati. Infatti essendo seu 36— 


^ del lato del pentagono, e sen30= - r; si avrò facilmente il seno 

JÙ A 


di 6°=sen(36° — 30°) ; epperò si avrò la corda di Ì2°=2sen6°: e 
quindi sostituendo per D 1 il valore della corda di 12° nella forino- 


la (II) (150) ; cioè in jy= — — , si avrò m eh’ è la corda 

n 

di 6° , ossia il lato del poligono regolare di 60 lati. Laonde i soli 
poligoni regolari originarii di 3, 4, 5 e 15 lati sono iscrittibili 
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nel cerchio , èssendo 3, 4, 5, 13 fattori di 60. I numeri 6 e 12 
sono anche fattori di 60, ma l’esagono e ’1 dodecagono dipendono 
dal poligono regolare di tre lati ; cosi pure i poligoni di 10 e di 20 
lati, numeri fattori di 60, dipendono dal poligono di 3 lati 5 e ’1 
poligono regolare di 30 dipende da quello di 13. 

138. Supponiamo che AC ( Fig. 41 ) sia il lato di un poligono 
iscrittibile nel cerchio coll’ ajuto della sola geometria elementare 
si avrk subito LL 1 lato del poligono circoscritto simile all’iscritto; 
A C HB 

poiché è LI! — — j-j — ; e fatto AC—m, HB—r, e LL'—m', 


(Vili)... 1 nfsz — ■ : epperò 

V4r* — 


(IX). ..m = 


V4r*+, 


le quali foratole ci mostrano la scambievole dipendenza de’ pro- 
blemi dell’iscrizione e della circoscrizione de’poligoni regolari nel 
cerchio; poiché danno un Iato per l’altro; 1 ° il lato del poligono 
circoscritto per mezzo di quello dell’iscritto e del raggio del cer- 
chio ; 2 " il lato del poligono iscritto per mezzo del circoscritto e 
del raggio. 

139. (Fig. 41). Sia ACzszb il Iato di un poligono iscritto, e 
BC=a il lato del poligono iscritto di un doppio numero di lati ; 
la foratola fondamentale applicala a’triangoli AHC, BHC dark 


AC=zb='2rcosHCA; 2 JC ~a= 2 rcos JICB ; 


epperò, essendo cosHCB^cosHCA , saia BC<^AC. Adunque 
il lato di un poligono è minore del lato del poligono di un nu- 
mero minore di lati. 

160. ( Fig. 41 ). Sia CA! il lato dei poligono doppio di lati di 
quello il cui lato è CB, la foratola fondamentale applicata al trian- 
golo ABC darò AC==2BCcosBCA... (t), ed applicata al triangolo 
BCA 1 dark B C—1A 1 CcosA'CB... (2) : sostituendo in (1) il valore 
di BC preso da (2), essa diverrk ACzzzkA'CcosA'CBcoìBCA: ma 
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l’equazione (2) dà 2BC=hA' Ccns A 1 C B ; sicché sarà iBC^AC} 
epperò 2nBC^nAC; cioè il perimetro del poligono iscritto di 
un doppio numero di lati è maggiore del perimetro del poligono 
di un minor numero di lati. 

Si ha Hbz=rcosAHb; Hn=rcosAHn; ma è cosAIIn^cosAHb: 
adunque sarà Hn^Hb. Cioè l’apotema del poligono di un mag- 
gior numero di lati è maggiore dell’apotema del poligono di mi- 
nor numero di lati. Epperò crescendo indefinitamente il numero 
de’ lati del poligono iscritto, crescerà indefinitamente l’apotema fin- 
ché differisca dal raggio per una quantità inassegnabile. 

Adunque i perimetri de' poligoni iscritti tendono sempre piti a 
crescere e ad avvicinarsi alla circonferenza , come va crescendo 
il numero de’ lati, e col crescere del numero di lati, l’apotema 
cresce sempre più , avvicinandosi sempre a raggiungere il valore 
del raggio. 

Quando una quantità crescendo o diminuendo si avvicina sem- 
pre ad un’altra quantità , sino a differirne per una quantità inas- 
segnabile , questa dicesi limite per rispetto alla prima (29). 

Sicché crescendo indefinitamente il numero de’lati de’ poligoni 
iscritti , il perimetro del poligono giunto al limite differirà per 
una quantità inassegnabile dalla circonferenza e la sua superficie 
da quella del cerchio . E V apotema al limite è eguale al raggio 
del cerchio. 

161. ( Fig. 41 ). Sia LI! il lato del poligono circoscritto di 
n lati , ed MM! il lato del poligono circoscritto di un doppio nu- 
mero di Iati; sarà 

LL=2HLcosL. . - (1); MM'=2HMcosM. . . (2) ; 

ma è e cosL^cosM (15); adunque sarà LL'^MM 1 . 

Cioè * lati de’ poligoni circoscritti al cerchio diminuiscono come 
cresce il numero di essi. 

• 162. Abbiamo ( fatto MHM' — ff) ì 

MM' = 2MK = 2r tang ^(54 (5) e (6))... (1) ; 

2 * 
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2rtang — 

££=rtang H = ^ (72) . . . (2) ; 

1 — tang*- 


ma in riguardo a’ poligoni circoscritti al cerchio la quantità tang 


II 

a 


è sempre una frazione ; poiché il maggior valore che può avere H 
è di 60°, quando LL' è il lato del triangolo equilatero circoscrit- 
to ; adunque il 2° membro dell’equazione (2) è > del 2° mem- 
bro di (1) ; epperò sarà MM 1 < LB , e 2AfM <£.!/, e perciò 
< 2nMM l ^nLLf. Adunque il perimetro del poligono circoscritto 
diminuisce sempre più come cresce il numero de’ lati , e si appros- 
sima alla circonferenza. Epperò la circonferenza è il limite comu- 
ne de’ perimetri de’ poligoni iscritti e circoscritti, e il cerchio delle 
superficie di essi- 

163. Segue da ciò che il perimetro di un poligono iscritto giunto 
al limite è minore della circonferenza di una quantità inassegna- 
bile; laddove n’è maggiore di una quantità anche inassegnabile 
il perimetro del poligono simile circoscritto. Adunque se si de- 
termina il valore numerico del lato del poligono iscritto e del 
circoscritto di un gran numero di lati, per quanto meno questi 
differiranno , tanto pià si avvicineranno al valore della circonfe- 
renza. In tal caso sarà permesso di sostituire alla circonferenza 
! espressione nL del perimetro del poligono iscritto o circoscritto 
e sei indica il lato del poligono iscritto ed l' il lato del poligono 
simile circoscritto, si giungerà ad un’approssimazione anche mag- 


. , , . . r < 1 + 1 0 

giore , facendosi circonferenza — — - — . 

25 


Siccome il perimetro del poligono iscritto e circoscritto al cer- 
chio diviene nel suo limite eguale alla circonferenza del cerchio da 
cui differisce solamente per una grandezza inassegnabile, così la 
superficie di detti poligoni al limite pareggia nello stesso modo 
quella del cerchio. 

Segue da ciò 1° che la superficie del cerchio è eguale a tante 
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unità quadrate quanto è il prodotto delle unità lineari che com- 
prende la sua circonferenza per quelle contenute nella metà del 
raggio (146) ; 2° che le superficie de’ cerchi sono fra loro come i 
quadrati de’ raggi, e le circonferenze come i semplici raggi (147). 

164. Egli è tempo ora di occuparci a determinare il Iato l del 
poligono iscritto giunto al limite. Se cominceremo dal Iato dell’e- 
sagono, avremo successivamente coll’ajuto della forinola (II) (150) 
i lati de’ poligoni di 12, di 24, di 48 , 96, 192. . . . sino ad una 
certa approssimazione. Se cominceremo dal lato del quadrato iscrit- 
to , avremo successivamente coll’ ajuto della stessa formola i lati 
de’poligoni regolari di 8, 16, 32, 64, 128. .. . lati sino ad una 
cert’ approssimazione. Se cominceremo dal lato del pentagono, la 
stessa formola (II) (150) ci darà successivamente i lati de’poligoni 
iscritti di 10 , 20 , 40 , 80, 160 , 320. .. lati sino ad una soddisfa- 
cente approssimazione. Il lato del pentedecagono ci guiderà col- 
l’ajuto della stessa formola a’ lati de’poligoni iscritti di 30, di 60, 
di 120 , di 240 . . . sino ad una soddisfacente approssimazione. Co- 
minciando la calcolazione dal lato del pentedecagono si giunge più 
sollecitamente a de’ poligoni iscritti di un gran numero di lati : ma 
poiché F espressione del lato dell’esagono è 1 ( ossia il raggio) e 
quella del lato del quadrato è y2; perciò sarà più agevole il co- 
minciare le calcolazioni da uno di questi lati. Principiamo dall’e- 
sagono e facciamo rsssl, sarà 1 il iato dall’esagono iscritto; e fatto 
D 1 — i nella formola (II, 150) si avrà m=lato del dodecago- 
no =0,5176 : facciasi 1^=0,5176, si avrà il lato del poligono di 
24 lati=0,2610; si continuerà così e si avrà il lato del poligono di 
48=0,1308; il lato del poligono iscritto di 96 Iati =0,0654 ; ep- 
però il perimetro del poligono regolare di 96 lati iscritto =6,2784. 

Per avere il perimetro del poligono circoscritto di 96 lati si ri- 


correrà alla formola (Vili) (158); cioè mi — - ■■■ ; 

V4r*— in* 

> ' , . 2.96.0,0654 

mo, perimetro circoscritto di 96 Iati = -■■■ : 

V 4— (0,0654)’ 


onde avre- 


6,2820. 


Osservando questi perimetri si vede che i perimetri de’poligoni 


Digitized by Google 



/scruto e circoscritto di 96 lati differiscono appena di 0,0036 ( a 
parli 10 mill. e ); cosicché ciascuno di essi differisce ancor meno 
dalla circonferenza loro limite comune , il cui valore è medio fra’ 
perimetri de 1 due predetti poligoni. Epperò se facciamo 


tire, ilei rnggio 1 = — (perim. iscritto -{■ perirli. cireoscr.) di 96 lati 
J» 


avremo 6,2802 che eccede il perimetro del poligono iscritto di 96 
lati di soli 0,0018, e di altrettanto è minore del perimetro circo- 
scritto di 96 lati: epperò il numero 6,2802, nell’ipotesi di r=l , 
potrà prendersi in una prima approssimazione come l’espressione 
della circonferenza circolare, ossia come il rapporto della circon- 
ferenza al raggio 1 : questo rapporto diviene 3,14-01 quanto si 
riferisce al diametro preso per unità. Con una maggiore appros- 
simazione si sarebbe avuto 3,14159. Adottando la notazione rice- 
vuta per lo indicalo rapporto, faremo 3‘,14159=«', che nelle 
calcolazioni le quali non esigono una grande esattezza suol ridursi 
anche a 3,142 , e anche 3,14. 

165. Siavi un cerchio il cui raggio è r sarà 1 2r=* ; 2 r«e 
formolo, generale della circonferenza per riguardo alla notazione 
generale r del raggio. Sicché sarà 180® =r*. Epjterò sarà (155) 


cerchio = 2r«- . -=«r* formolo generale della superficie del 
2 


cerchio per rispetto alla notazione generale r del raggio. 

166. Noi possiamo ora esibire una retta eguale ad un dato arco, 
o l’arco che corrisponde ad una data retta L. Infatti sia A ® un dato 
arco, e sia r il raggio del medesimo, si avrà 


180* : A°=r« : L — 


— -r*\ e sarà questa l’espressione della 
loU 


retta eguale al dato arco, o come suol dirsi sarà 


arco A rettificato 


A 

180 


.ne . ... (1), in cui 


A 

— — è un numero 
loO 


astratto , riducendosi A e 180° alle stesse unità angolari. 
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All’ opposto scrivendo la proporzione quassù riferita cosi 
rie l £=180.3600'' ; A, si assegnerà col raggio r il numero de’ gra- 
di, primi secondi ec. dell’arco A lungo quanto è la retta L. 

Quindi , volendo ritrovare i gradi minuti primi e secondi di un 
arco lungo quanto il raggio del cerchio, si dedurrà da r*=180 


, 180.3600» _ 

e ridotto m arco , sara r= =o7° , 


18' 24» approssi- 


mativamente. 

167. Supponiamo due diametri perpendicolari che dividano il 
cerchio in quattro settori quadranti ; sarà 

SeU. quadr. * cerchio = 1 ; 4=90° ; 360°. . . (1). 

Supponiamo il settore quadrante suddiviso in n altri settori s il 
cui arco sia * ; sarà 

s ; Settore quadrante = *;«*=*; 90° (a).. .(2) : 


moltiplicando termine a termine le due proporzioni (1) e (2) sarà 
s ! cerchio = * * 360. Cioè ogni settore è al cerchio corne t’ arco 
che limita il settore è alla circonferema. 

168. Sostituendo in questa proporzione «t* al cerchio e 2 rie alla 

r 

circonferenza, ne risulterà s=x - ; ma per ristabilire l’omogeneità 

z 

0L 

di questa formola bisogna sostituire ad * la quantità r* (166); 

loU 

onde la formola del settore sarà 


* r * . r*\ 

180 2 360 w 


la quale si enuncia così ; la superficie di un settore è eguale a tante 
unità quadrate quanto è il prodotto delle unità lineari che si con- 
tenga nel suo arco rettificato per quella che contiene la metà del 
raggio : oppure è eguale alla superficie del cerchio di cui fa parte 
moltiplicato per lo rapporto deli * arco del settore a 360°. 

169. Se s' è un altro settore il cui arco sia x 1 e r' il raggio, 


(a) Il caso di x incommensurabile con 90° non offie difficoltà. 
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sarà s * i'=zr' ; «V*, dopo di aver ridotti *, «' alla stessa unità 
angolare, cioè a gradi, a minuti primi, a secondi ec. 

Due settori si dicono simili , quando sotto raggi diseguali gli ar- 
chi «, x 1 hanno le stesso numero de’ gradi, primi ec.*, e sotto la 
stessa condizione sono simili i segmenti.' 

Epperò se due settori s, s 1 sono simili sarà 

$ ; ò'=*r 1 * *r ,, =r 1 * r , * = <rr’ * «r'*. 

Cioè i settori simili sono fra loro come i quadrati de’ loro ri- 
spettivi raggi, o come i cerchi de’ quali essi fanno parte. 

170. Siano simili due segmenti e perciò anche i settori; saranno 
pure simili i triangoli fatti da’ raggi rispettivi e dalle respettive sor- 
de (44). Chiamiamo S, S 1 i settori ; s, s' i segmenti , e t, t r i trianr 
goli rispettivi predetti; sarà s—S — t; s 1 — S' — t'. 

Avremo dunque S ; S'=r’ ; r 1 * —t ; t' ( 169 e 117 ) ; epperò 
S I S'—t I I'; e quindi S — t ] S'—l'—t ; f'=r’ l r 1 ' ; cioè 
s ; s J — r 1 * r' 1 . Cioè i segmenti simili sono come i quadrali de.’ 
raggi. 

171. (Fig. 41 }. Abbiamo triangolo 

r* r* 

AHC— — sen AHC (113-)= — sen*, facendo A1IC=*) quindi 
JL • 


>=s_ ' = 355'"'’ _ 5 ie “* = s56"' ,_rien Ì''' c “i" (s!) ’ 


eh’ è l’espressione del segmento circolare limitato dall’arco * nel 
cerchio del raggio r. 

172. ( Fig. 41 e 42 ). Si potrebbe aver bisogno di conoscere lo 
spazio mistilineo DQQ 1 D 1 compreso fra il diametro e una corda 
qualunque QQ 1 , o fra due corde comunque tirate PP', QQ' • A 
tal oggetto avremo 


DQQ'D'= semicerchio— • segmento QIQ 
DPP‘D> = semicerchio — segmento P1P ' ; sicché sarà 

PQQ , P i =sDQQ , D'—DPP i D'* 
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Ponendo le rispettive forinole del semicerchio e del segmento , 
con porre arco PIP 1 = * , arco QIP' = %' , avremo 

DQQ , D'=r 1 ['(i-iiu) +sen *'J » (•'=<?'<?') 

,»)+— ] • <— '"O 

ove si Doti essere pel segmento minore del semicerchio 

9. de 

1 — i80>°» 1— 180>°’ ed ‘P ru P er ‘P 01 ^ 

-|g 0“>0 e < 1 ; sen# sen* r > 0 . 

E parimente sarà 

DWD'P'P=DM , iy + DPP'D' = r’f* ( 1 — 3 ^ ) + ^"4 


Alcuni facilissimi problemi per esercizio de’ giovanetti. 

Problema trigonometrico. 11 problema trigonometrico si enun- 
cia cosi. « Date tre parti di un triangolo, determinare numerica- 
« mente le altre tre ». Trattandosi de’triangoli piani, il problema 
sarebbe indeterminato se i dati fossero i tre angoli (76, 78 pag.82)-, 
epperò almeno un lato dee far parte de 1 tre dati in lutt’i problemi 
trigonometrici piani. Cominciamo da’ triangoli rettangoli. 

Cinque sono gli elementi problematici del triangolo rettangolo, 
giacché l’angolo retto ò dato. Due di questi cinque essendo noti 
(coll’angolo retto) gli altri tre si cercano. In ogni problema dun- 
que entrano tre quantità, due note ed una ignota: epperò li cin- 
que elementi predetti combinati a 3 a 3 daranno tuU’i problemi 
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che possono formarsi co’ dati de’ triangoli rettangoli. Or cinque 
quantità combinale a 3 a 3 danno 10 combinazioni le quali si ri- 
durranno alle seguenti quattro, si suppone .4=90° 

l a a, b, c: 2 a a, b, C; a, b, B: 3» B, C, b: B, C, c ; B, C, a: 
4 a a, b, Bi a,c, C ; b, c, B : ; b, c, C. 


Si ricorrerà alle for- 
inole del n.° 54; cioè 
(54,(1), (2), (3), (4)) 


La 4 a dà 

1. L’ ipotenusa per un lato e l’angolo 
adjacente o opposto 

2. Un catetto per mezzo dell’ipote- 
nusa e degli angoli 

3. Un angolo per mezzo dell’ipotc- 
nusa e un catetto 

4. Un angolo per mezzo de’due catettil , . 

5. Un catetto per l’altro e gli angoli j ^ »()>()/' 

La 3 a è insignificante, poiché dà 

Un lato per mezzo degli angoli. . . indeterminato ( 78, pag. 87 ) 

Un angolo per mezzo dell’altro e di un lato qualunque. Questo 
lato è superfluo (30). 

La 2» dà 


L’ ipotenusa pei- un catetto e gli angoli. .. Caso identico al 1. 
della 4* 

Un caletto per l’ipotenusa e gli angoli.. . Caso identico al 2. 
della 4» 

Un angolo per l’ipotenusa è un catetto. . . Caso identico al 3. 
della 4.» 

La 1“ dà 

6. L’ipotenusa per mezzo de’due catetti. 9i determinerà prima 
un angolo (4. della 4» ) e poi l’ipotenusa; o pure si ricorrerà al 
n.° 27 pag. 22. 

7. Un catetto per l’ipotenusa e l’altro. Si determinerà prima 
un angolo ( 3. della 4“ ) e poi il caletto che si chiede. 

Triangoli obbliquangoli. I sei elementi de’ triangoli obbliquan- 
goli, tre lati e tre angoli, debbono combinarsi a quattro a quattro, 
affinchè uno di essi possa esser determinato per tre altri Sei quantità 
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.. . Z6.5.4.3 6.5\ 

quattro a quattro danno 15 combinazioni f f = — I ; 


« queste riduconsi alle seguenti quattro differenti 


1 » a, b , c. A; a, b, c, B; a, b, c, C: 2-‘ a, b. A, B; a , c, A, C: 
b, c, B, C : 3 ; * A, B, C, a; A, B, C, b; A, B, C, c: k* a, b. A, Ci 
dj bf B t C j dj Cf A f B j ci j Cf C, B j bf Cj C y A j b f c 9 B , A . 


La l a dà 

1. Un angolo per metto de’tre lati. . • pag. 72 e 73, le fbrin » 

htrj.w.tn. 

2. Un lato per mezzo degli altri due e dall’angolo da questi 
compreso. Si determinerà prima un altro angolo per mezzo delie 
forinole (1), o (2) ( 75 pag. 78 e 79 ), e poi il Iato che si doman- 
da per mezzo della forinola ( 55 pag. 50 ) «seni?=Z<sen A. Si ri- 
fletta a ciocché sta detto dal § 74 al § 78. 

3. Un lato per mezzo degli altri due e dell’angolo opposto ad 
uno di «si. Si determinerà prima l’angolo opposto all’altro lato 
colla forinola asen B—bseuA, e poi colla stessa foratola il lato 
che si cerca. 

La 2“ dà 

4. Un angolo per mezzo di due lati e dell’angolo opposto ad 
uno di essi; e s’impiegherà la forinola ésenA=asené 

5. Un lato per mezzo degli angoli e di un altro lato. Si farà uso 
della stessa forinola. 

La 3 a dà 

Un lato per mezzo de’ tre angoli. Il problema è indetermina- 
to (78). 

Un angolo per mezzo degli altri angoli e di un lato. Questo terzo 
lato è superfluo, poiché basta la conoscenza di due angoli per aver 
il terzo (30). 

Da ultimo la 4» dà 

6. Un angolo per mezzo di due lati e dell’ angolo da questi com- 
preso. Si farà uso della formula (1) o (2) ( 75 pag. 78 e 79 ) ; o 
dalla formola (4) (pag. 75) che darà B — C, e poiché è pare 
noto B + 6'= 180 — A, si conosceranno nel tempo stesso gli altri 
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due angoli. Si avverta a tutto dò che ivi abbiamo sviluppato 
dal n.° 74 pag. 74 al n.° 78 pag. 81. 

Un angolo per mezzo di due lati e dell’angolo opposto ad uno di 
essi. Questo caso è identico al primo della 2. a 

Un lato per mezzo degli angoli e di un altro lato. E identico al 
secondo caso della 2.* 

1° ( Fig. 43 ). Si domanda tirare da un punto C' preso nel- 
l’angolo ABC una retta AC'C in modo che AC, AC 1 siano nella 
data ragione di rn n. 

Fatto AC' —b' , AC—b, AB=c, sarò b= — b'. Da C' tiria- 

n 

mo una retta C'B' di cui or impareremo a conoscere la posi- 
zione e sia AB'=d. La formola fondamentale applicata a’ trian- 
goli ABC, AB' & dark 

b~ — b'—acosC 4-ccosA, b' =a' cosC' d-t/cosA; 
n 

moltiplicando questa seconda per — , e sottraendo dalla prima si 

n 

avrò 

</Jcosj4=0 . 

la quale dk 

w i . ììi _ , fri c , . 

a= — a ; C=C r ; c c =0 , cioè - = — = -7 ; cioè 

n n or n c 

BC : B’C’j=BA : B'A=m : n=CA ; C A: 
epperò sark B’Cf parallela a BC. Adunque rimarrà risoluto il 
problema , tirando C'B' parallela a CB: prendendo B'A in modo 
che sia BA 1 B'A=m l n, e facendo passare per A e C' la ret- 
to AC'C. 

2° (Fig. 44). Si domanda determinare l’angolo che fanno 
le rette Cm, Cn perpendicolari ad Am, An. 

Si unisca CA, e si chiamino «, /S gli angoli di CA con An, Am 
e f , 6 gli angoli di CA colle rispettive perpendicolari Cn , Cm 
avremo ?=90 — *, 6=90— p-, quindi 
. * 4- 6= 180 — 0 = 180 — (*+ |S); epperò a— 0 t +£ =A. 


_ m , _ 

acos C a' cosC 

n 


„ f m 

+ Kt 
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3° (Fig.43).'Si cerca abbassare da un punto C una perpendi- 
colare sulla retta indefinita AB. 

Si prenda un punto A in AB -, si unisca CA, e si prenda 
AB=ACcosA, la perpendicolare sarà CB=ACsenA. 

4° ( Fig. 45 ). Da un punto B si domanda innalzare una per- 
pendicolare ad AB. 

Si prenda BA a piacere, e tirando da A una retta AL che faccia un 

AB 

angolo acuto con AB, si prenda AC— sarà CB=ACsenA. 

cos A 

J 

5° (Fig. 45). Si domanda diridere una retta AD per metà. 

Facciasi in A un angolo ZMC<0O; e prendasi AC=t -^° • 

2 cos di ’ 

facciasi AB— AC cos A , sarà AB la metà di AD. Iufalti è 


AD— 1AC cos A-. epperò — A C cos A z=AB. 

A 


G ' 1 ( Fig. 45 ). Si domanda dividere un angolo ACD per metà. 
Ne’ lati di questo angolo prendasi CA—CD; e facciasi 


AD=2ACsea — 5 la CB che si tira da C sulla metà di AD divi- 

A 

AB C 

derk l’angolo dato Cper metà. Infatti è scn ACB— — =sen— . 

AC 2 * 


7° ( Fig. 45 ). Da un punto C si domanda tirare una paral- 
lela a AD. 

Tirisi la perpendicolare CB ad AD, e preso un punto A a pia- 
cere in DA facciasi CL— CA cos d = CA cos A CL ; sarà CL la pa- 
rallela cercala. Infatti è CL = CAcosACL=zCA cos A; dunque 
ACL—A : epperò CL parallela ad AD. 

8 ° (Fig. 43). Si domanda di fare ad un punto B" della A' B' 1 
un angolo eguale al dato angolo B. 

Si prenda BC a piacere in un lato BD del dato angolo: si 
alzi la perpendicolare CA finché incontri l’altro lato in A-, indi 

10 
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preso J^'C—BC ed, alzata da C' la perpendicolare C'A", fac- 
ciasi C"A"z=CBlwgB; e si unisca A"B", sarà B"=B. Ed in- 
fatti è A"C"—CB tang B, ma è A"C"=C"B" lang B": dunque 
CA=C"A", e B=B". 

9» Si domanda costruire un parallelogrammo su di una retta 
data a che sia eguale ad un altro e gli sia equiangolo. 

Chiamo ? un angolo del dato parallelogrammo , ed m * la sua 
superficie-, sia b l’altro lato ignoto del parallelogrammo che si cer- 
ca- e facciasi £= — — . Il parallelogrammo che si cerca avrà 
asen? 

per lati a, b i quali comprenderanno l’angolo 

Se doveasi costruire un triangolo colle stesse condizioni, si sareb- 

he fatto b= ; e i lati del triangolo sarebbero stati a, b che 

asen$ 

comprenderebbero l’angolo 

10° Siano ni, m' , m".. . le parli di una retta: si domanda 

dividere un’altra retta, in modo che le sue parli n, n 1 , n" 

siano proporzionali alle altre in, ni 1 , ni 11 , 

ni m" 

La quistione rimarrà risoluta facendo n 1 =n ; n" — n. — — ; 

m! 4 ' . , . „ „ n' 

n nl =n . ec. , che darà n'=m" . — ec. 

m ni' 

11° Costruire su di un dato arco a 0 un settore che sia al cer- 
chio il cui raggio è R come m l n. 

Chiamando x il raggio ignoto del settore che si domanda, la su- 

perficie di questo settore sarà '• e l’equazione che ri- 

, Ini 180° . . 180 . , 

solve la quistione sara x* R . =0, in cui ridotto 

n n fl° a 

alla stessa specie angolare rappresenterà un numero astratto. 

12° Si domanda di costruire col raggio r un settore che sia 
al cerchio del raggio R come m ‘ n. 

Fatto x° l’arco del settore che si cerca, la ietta eguale a que~ 
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y 1 ) 

st’ arco sarà «r. — — : ed il settore sarà — - . — — . Epperò il prò- 
180» 2 180 1 1 1 

2 mR % 

blema sarà risoluto dall’ equazione x°= — - — . 180 '’. 

nr' 


13° Si domanda un segmento circolare che sia al cerchio del 
raggio R come min. 

L’equazione che risolve la quisiione è (171) 

a sena m R * 

3CÒ 

Se è dato l’arco a si determinerà facilmente r; ma se cercasi 
l’arco converrà prima esprimere a per sena, o sena per a ( lo che 
non può farsi che co! mezzo delle serie ). 

14° Dati h-\-Cf a, A risolvere il triangolo. 

Abbiamo 


b ; c=seuB seri C ; epperò b^-c l c=seuB + $enC * sen C; 
ma è 

c ; a=senC l sen^4; adunque b+c * a=senB+senC7 * sen/4=; 
cioè 


B+C B—C 

ft-j-c * n=2>cu — — — cos — - — ; sen.4; 

IL Z 


che darà l’equazione 

B — C (/;+< ) sen A . (ò + c) A 


cos 


2asen 


B+C 


sen— . .. (1). 
a 2 w 


B—C B + C 

Quindi sarà noto — - — , ed essendo pure noto — — , sarà no- 
lo B, C , ep|>erò h, c. 

Lo stesso problema si risolve facilmente per mezzo della nostra 
formola cardinale cosi 


Si ha = l =ccosA -f-acosC. . . c—a cos B + òcos A 5 
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sommando sarà 


„ _ a B + C ' B — C 

(Zi-fc) (1 — coSi4)=a(cos2> + cos C)=2acos — - — cos — - — , 

2à Jt 


da cui si avrà 


B—C (b + t) A 

cos — - — = seri — 

2 a 2 


valore identico al precedente (1). 

lo 0 Dati l’angolo A , il lato b e le superficie S ; si domanda 
risolvere il triangolo. 

La nota forinola S= — sen.4, da c=- onde si eono- 

2 bseuA 

sceranno, b, c e A e il triangolo sarà facilmente risolubile. 

16° Dati S, A, a; si domanda risolvere il triangolo. 

Si determineranno, b, c per mezzo delle due forinole 


UC . 

S— — seuA, a , =i 1 +c’ — 2bccosA. 
2 


17 J Dati S, a + £>, c: si domanda risolvere il triangolo. 

Si conoscerà o*J*i+c che porremo eguale ad n : c facciasi 
a + b-zsim , onde sarà b—m — a. Sostituendo questi valori nella 
forinola 



in cui la sola incognita è a. Determinata a si conoscerà B per mez- 

OC 

*o della forinola — sen B=S, e si avranno a, c, B, cioè due lati 
2 

e l’angolo compreso: o pure, conosciuta a, sarà nota b, e si co- 
nosceranno i tre lati del triangolo. 
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18° Dati a + b+c, A t B : si domanda risolvere il triangolo. 
Avremo 

a 4 - b + e sen A -f- sen B 


sen C 


A + B A—B 

Iscn — — — cos 

4 2 2 

+ 1= Li 

1 / Ì . I »\ I 


scij (A + B) 

fA + B\ f A — B\ AB 

_ C ° S [ 2 j + cos ( ~2 -J 2cos 2 008 2 


cos- 


A + # 


cos- 


ÌT" 


(*) 


questa equazione servirà per determinare c ; onde, essendo aucl e 
dati A, B, si conosceranno tre elementi del triangolo A, B, c. 

Se vorremo far uso nella risoluzione di questo problema dejla 
nostra formula cardinale, arriveremo allo stesso risullamcnto. In- 
fatti le tre forinole della nostra equazione cardinale sono 

a=bcosC + ccosB. . . (1)-, £=ncosC + ccos/l. . . (2); 
c—acosB + bco$A . , . (3) 


sommando avremo 

a + b + c—(a + b)cos C + b cos A + acosB + c(cos A +cosB) =s 
(a + b) cos C +c + c (cos A + cos B) = — (a b) cos (A + B) +c 

„ f A + B A — B\ , , /. A + fl \ 

+2c^cos — — — cos — — (a + ^ 2cos — lj+c 

( A+B A—B 

+2c I cos — - — cos — - 


j — — 2(a+/>)cos* ^+a+&+< 

„ r A + B A — B\ 

+ 2 C I COS — — COS — ; — \ 


da cui , cancellali i termini identici uè’ due membri , si avrà 
A—B 


, cos - 
a + b 2 


cos 


„ A II 
..a + ì,+c 4 “ , i 00 ‘* 

A + B C)OC c ~ A + B » 


cos 


2 


espressione identica all’altra (/i). 
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19° Determinare un tiiangolo ili cui si conoscono, la somma p 
de'lati, la superficie S ed un angolo A. 


Abbiamo b.c— 


A 
2 : 


(H(H (H(H^ 


bc 


2 S 


( 2 ). 


Queste due equazioni faranno determinare b, c: epperò sarà nolo 
anche a, e tutti gli altri elementi del triangolo. 

20° ( Fig. 46). Datigli angoli, un lato AD— ni col rapporto 

1 

di AB a CD— si domanda risolvere il quadrilatero, 

c 

Sulle prime è facile il comprendere come il problema sia deter- 
minalo, poiché il quadrilatero ha bisogno di 5 dati per esser defi- 
nito, quanti appunto sono i dati di questo problema. Ciò posto sia 
AB—x, DC=y, e supponiamo prolungati CD, BA fino all’in- 
contro Q; sarà dato il triangolo QAD che ha (X<4/)=180 — BAD, 
QDA=i80—ADC e AD=m: quindi nel triangolo QBC si 

, »+* senC x 1 , , . , 

avra = ma — = — adunque $ queste due equazioni 

p Ar y se * 1 " y c 

fanno conoscere x, y; onde sarà dato il triangolo BQC epperò an- 
che BC. 

21° ( Fig. 46). Dati di un quadrilatero le AB, AD, A, D e la 
superficie S si domanda risolverlo. 

E dato il triangolo BAD di cui si conosce BA, AD ed A: adun- 
que è dato DB e BDC—D — ADB. Quindi sarà 

BA.ADsenA BD .DCsenBDC 

= + ^ =5, 


in cui la sola ignota è DC. Epperò sarà dato il triangolo BCD , 
di cui conosciamo BD, DC e l'angolo compreso BDC : dunque 
sarà noto C epperò B— 360 — (d + Zl + C); tutto dunque sarà 
determinalo. 


Digitized by Google 



— 151 — 


22° Dati di un quadrilatero due lati BA, CD e gli angoli si 
domanda determinare le rimanenti cose. 

( Fig. 46). Si prolunghino BA, CD fino all’incontro in Q, sari 
noto QAD, QDA. Facciasi AQ—x, QD—y, ABzzta, DC—b-, 

x seu-D 

avremo nel triangolo AQD, -= -, e nell’altro 

y seni 


BQC, 


n+ar scnC • • , • 

;■ = _ ; nelle quali due equazioni le ignote saran- 

b sen B 1 ° 


no x, ed y; determinate le quali si determineranno AD, BC colla 
, formola cardinale applicata a’ triangoli AQD, ABC 


AD=xcosA A-ycosD ; BC=(a + x)cosB + (4 +y)cos C. 


23° ( Fig. 46 ). Dati BA , AD e gli angoli, si domanda de- 
terminare il quadrilatero. 

Con BA, AD e A si determinerà ADB, ABD e BD, e si rende- 
ranno noti CDB, CBD, i quali uniti a DB faranno determina- 
le CD, CB. 

24° (Fig. 46). Dati i tre lati AB, AD , DC cogli angoli B 
e C, si domanda risolvere il quadrilatero. 

S’intendano prolungati i lati BA, CD verso Q, chiamando 
AQ—x , DQ~y, AB— a, DC—b, avremo tra le ignote x ed y 
le due equazioni 


a + x sen C a + b+ X +y 
b q- y semB’ a-j-a: — b’—y 


C + B 

lan § 2 



È ' 


25° Si domanda di determinare le tre radici dell' equazione 
di terzo grado del caso irreducibile , coll’ ajuto delle forinole tri- 
gonometriche. 

sen a cos b + sen b cos a 
Facciamo nella forinola sen(a + o) = - 

( M (64)) b—2a ; e riducendo per mezzo delle forinole di seri 24 

4sen 3 a 

cos 24 (pag. 69)5 s ‘ avia sen3n=3sena — — } nella quale 
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se facciamo sen3rt=c e seu«z=x, avremo l’equazione cubica 

3 1 

x ì — — r’x -f- -cr* — 0 che prenderà la forma comunemeule 

4 » 

3 1 

adattala x l —px-\-q~ 0, facendo -r*=/>, — cr'—q. 


Esaminiamo questa equazione: avremo ^ = — epperò 
p s r 6 q cr * v/* cM ' 

27 = 64’ 2 = T’ ' 4 = 6T : qUmd ‘ le ^ reSS10 “ e 

27 — ^ ( cV — '’ 6 )5 ma è <Oj adunque A( C V— r«)<0j 

epperò ^ < 0 : cioè l’ equazione x 5 — - r‘x + - cr* = 0 


che da x per c ( ossia che fa Conoscere il seno della terza parte 
di un arco per mezzo del seno di questo e del raggio) appartiene al 
caso irreducibile dell’equazione del 3° grado. Essa dà dunque tre 
radici reali: cosicché, volendosi determinare queste tre radici per 
mezzo d’intersezioni di linee, sono insufficienti a ciò fare la retta e 
la curva circolare che non possono mai segarsi in piu di due punti , 
ed ecco perchè dicono i geometri che è assolutamente impossibile 
il risolvere il problema della trisezione angolare colla geometria 
elementare. 


Risulta dall’equazione x s — -^r’x + — cr* =0 che quando si 

ha un’equazione numerica di terzo grado del caso irreducibile, si 
paragonerà a questa e si determinerà r e c; ed essendo c=seu3a 

c 

preso col raggio r, si ridurrà al raggio delle tavole ponendo - in 

r 

£ 

vece di c e con questo valore si troverà l’angolo il cui seno è 

r 

e pre^a la terza parte «fi quest’angolo, se ne determinerà il seno, 
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che bisognerà però riferire al raggio r, onde x=rsen<i sarà una 
radice. Per determinare le altre due radici si osservi che 

sen3a=sen(180 — 3 a) — — sen(180 4- 3a) , 

onde sarà sen«=sen(60 — u)= — seu(G0 +«): 

epperò le altre due radici saranno 

x=rsen(60 — a\ x= — rsen(G0 + fl). 

Diamone un esempio. Sia un’equazione di 3° grado del grado 
irreducibile x 5 — 5x 4-3=0: paragonata questa equazione al mo- 

3 1 

dillo x s — -r*x4- T crì== ^ì se ne dedurrà 

4 4 



c = sen 3u = — j 
5 


c *7 1/ 3 

e col raggio delle tavole - = 7---—. Le tavole daranno 
r 10y5 

arco(scn=c)=3ar=44°, 11', 52" } e sarà perciò 
’ a=14°, 43', 57", 20 ". Arrestandoci a’secondi si avrà 

x=2\l^seni^°, 43', 57" =0,656625 
«5 

x=^s/l}en((ÒO— a)=2\/|sen^> 0 ? 16', 3"=i, 834238 

«5 o 

x=— 2 V|sen( 604 -a)=— 2 / V|sen(7r,W , ,57")=-2,W0i 6 3. 

O u 

Ed ò chiaro che le due prime radici positive sono eguali all’ ul- 
tima ch’è negativa , come doveva essere, essendo l’equazione data 
mancante di 2" membro. 

Se nell’equazione x 5 — 5x 4*3r=0 si pone — x per x, si avrà 
l’equazione x 5 — 5.r—- 3=0 le cui radici saranno x= — 0,656625} 
r— — 1,834238} x=2,490863. 

Risulta da tutto ciò che ogni equazione cubica del caso irredu- 
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cibile è direUa a dividere ili tre parti eguali un certo arco. Gli 
antichi geometri chiamavano solidi i problemi che richiedevano la 
determinazione di tre radici reali . 

Adunque i problemi solidi si riducono alla trisezione di un an- 
golo : epperò il problema della trisezione dell'angolo di sua natura 
è solido : nè mai può esser risoluto colla retta e col cerchio» 
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PARTE SECONDA 


GEOMETRIA E TRIGONOMETRIA SFERICA: 
E PRINCIPALI TEOREMI DI GEOMETRIA SOLIDA. 

« 


1. Oe da un punto preso nello spigolo di due piani che s’incon- 
trano (9) si tirino due rette perpendicolari allo spigolo stesso , una 
in un piano e nel secondo piano l’altra, l’angolo di queste rette , 
ovunque si tirano , crescerà o diminuirà come cresce o diminuisce 
l’angolo de’ piani, e se l’angolo di questi diviene zero o 180°, pa- 
rimente zero o 180° diviene l’angolo delie rette. Adunque l’ angolo 
di due piani è misuralo dall’ angolo rettilineo fatto da due per- 
pendicolari alla comune intersezione di essi, tirate da uno stesso 
punto di questa, una nel primo piano e l’ altra nel secondo . 

2. Un angolo sferico è identico a quello de’piani de’ cerchi de’ 
quali fanno parte i due lati di esso. Or se dal punto d’incontro di 
questi archi si tirino ad essi le rispettive tangenti , queste si trove- 
ranno ne’piani rispettivi de’cerchi a’ quali appartengono detti ar- 
chi , e saranno perpendicolari alla comune intersezione de’ piani 
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de’ medesimi archi , per essere questa il loro diametro comune 
( pag. 10 ) Adunque l’angolo di queste tangenti sarà identico al 
predetto angolo sferico. 

3- Ogni lato di triangolo sferico, come arco di cerchio massimo 
( pag. 10 e 5 6 pag. 7 ) , misura l’angolo fatto al centro della sfera 
da’due raggi tirati dalle sue estremità al centro medesimo. 

4. Siano a, b, c i lati di un triangolo sferico, e », y gli an- 
goli rispettivamente opposti ad essi: suppongasi tirate dal vertice 
dell’angolo p le tangenti tango, tangc, che comprenderanno l’an- 
golo jS ( 2 ) ; e dal centro della sfera le rispettive seganti sega , 
sege che comprenderanno l’angolo misurato da b (3) : e supponia- 
mo uniti i due punti d’incontro delle tangenti colle rispettive se- 
ganti con una retta y , avremo due triangoli rettilinei, i cui lati 
sono, nel primo tango, tangc, y y e nel secondo sega, sege, y 
a’ quali triangoli applicata la nostra formola cardinale darà 

(1) . . . tanga=tangccoSj3 -{- y cos (y , tango) 

(2) ... tangc=iangacosjS-|-[ACOs(fA, tangc) 

(3) ... fi = tango cos (fi, tango) q- tangc cos (y, tangc) 

(4) . . . sego=segccos4 q- ycos(y , sega) 

(5) . . . segc= sega cosi q- ycos(y y sege) 

( 6 ) .. . p = sega cos (f*, sega) q- sege cos (ft , sege). 

Prendendo da (i) e (2) i valori di cos(|i, tango), cos(fi, tangc) j 
e sostituendoli in (3) , si avrà, dopo di aver tutto ridotto 

(7). . . {i 5 =tang*a q-lang’c — 2tangotangccoSj3. 

' * N 

Prendendo parimenti da (4) e da (5) i valori di cos(fi, sega), 
cos(fi, sege), e sostituendoli nella ( 6)5 avremo 

( 8 ). . . fi I =seg * a q-seg'c — 2 segosegccos£. 

Sottraendo (7) da ( 8 ) e riflettendo che seg 1 ^.— laug’ n>=l , si 
avrà 

(9) . . . 1 q- tinga tangccoSjS — segasegecos£=0^ 
e per simmetria 

( 10 ) ,. . i q- tang clangi cos y— segasegicose= 0 . 
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SGI1 1 

Sostituendo in (9) — a tane ed — a seg, si avrà 
cos cos 


.... . sennscnccosa — cos b 

.. ( 11 )... 1 + — =0 


cos «cose 


e la (10) si meda sotto la forma 

seg a seg b 

sosliluendo questo valore di cose nel denominatore di (1 1), si avrà 

sen a sen c cos <3 — cosi 
1 + — =0 


cosa 


1 -f-langatangicosy 
seg a seg b 


seti 1 

sostituendo — a tang e — a seg : e moltiplicando amendue i 
cos cos 

termini del denominatore per cosa cosi, si avrà 


1 + 


seri a sen c cos p — cos i 


=0 j cioè 


cos a (cos acos i -J- sen asen i cos y) 
cos’acosi 4-senacosasenicosy + seuascnccos £ — cosi=;0 


e sostituendo 1 — sen’ a a cos’ a e riducendo si avrà 

senacosi — cos asen icosy — senccos j3=0. 

Questa è la formola fra cinque elementi del triangolo sferico , 
com’era per rispetto a’ triangoli rettilinei la nostra formola fonda- 
mentale, da cui la precedente equazione è stala dedotta. Questa 
formola sarà per noi la equazione cardinale della trigonometria e 
della geometria sferica ; sebbene essa non comprenda tutti gli ele- 
menti del triangolo sferico (a) come la formola fra cinque ele- 
menti del triangolo rettilineo. Questa equazione, combinando varia- 


(a) Vedremo fra breve ciré nel triangolo sferico , dati due angoli non è 
dato il terzo. 
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mente i lati e gli angoli, «la luogo al seguente sistema di sei forinole 
di una stessa equazione. 

senccos/3 +senAcosacosy:=senacos A. . . (1) 
sen Acosy -f-senccosacoSjS=seriacose. . . (2) 
senccos*q-senacosAcosy:=sen Acosa. . . (3) 
senacosy + senccosAcos*=senAcosc. . . (4) 
senAcos* + sen a cos c cos £= sene cos a. . , (5) 
senacosp q-senAcosccosa=senccosA. . . (0) 

5. Moltiplichiamo per cosA la (4) dell’equazione ( F ) e toglia- 
mola dalla (3) , avremo 

sen c . cos * (1 — cos* A) = sen A (cos a — cos A cos e) -, 

da cui si ha, ponendo sen* A per 1 — cos* A e dividendo per sen A, 

Ì cos a = cos A cos c -p sen A sene cosa; e per simmetria 
cos A = cos a cos c. -}- sen a sen c cos $ 
cosc=cosacos A -J-scnasenAcosy. 

Questa è la forinola che serve di fondamento alle memorie di Ber- 
trand, Eulero, DeGua, Lagrangia ; e qui, diversamente dalla loro 
dimostrazione, l’ abbiamo tratta dalla foruiola (F) per noi fonda- 
mentale della trigonometria sferica. 

6. Sommando e sottraendo le forinole (1) e (2) dell’equazio- 
ne fondamentale (F), si avrà 

senccosjS -f-senAcosy -f-cosn(senccos^-j-scnAcosy)=sena(cosA +cosc) 
senccosjS — senAcosy — cosa(senccosj3 — seiìAcosy)=sena(cosA— cose): 
moltiplicando membro a membro, e sciogliendo in fattori , si avrà 
(1— cos’a)(sen*ccos* j 3— -sen*Acos*y)=sen*a(cos*A — cos *c) ; cioè 
sen*ccos*^— sen*Acos*y=cos’A — cos*c: 
ponendo 1 — sen* in vece di cos* j si avra 

sen* e— senVsen’ó — sen’A -J- sen*Asen*y =sen*c — sen*A, 
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Ì sencseiij5=seniseny, e per simmetria 
sen a sen p = sen i sen * 
sen c seti a = sen « sen y . 


Cioè in ogni triangolo sferico i seni degli angoli sono come i 
seni de’ lati opposti. 

sen h sen y 

1. Si sostituisca in (1) dell’equazione (F) a sene 


( precedente ) , si avra 

sen isenycos/ì 
• senjS 


sen/3 

+ sen i cos a cos y— sen a cosi =0: 


dividendo per seni e ponendo cot in luogo di — , si avra 

sen 


sen y cot -j- cosa cosy — senocoli=0; e per simmetria 
sen y col a -f- cos i cos y — sen b cot a—0 
senacoly cosi cos a— senicotc = 0 
sen a col |— cos c cos a — sen c cot i= 0 

sen j3 co t a -f- cos c cos £ — sen c cot a = 0 
sen £ co t y + cos a cos fi — sen a col c = 0 . 

8. Si moltiplichi la (3) di (F) (n.° 4 ) per cosy e’1 prodotto si 
sommi colla (1) di (F), contraendo si avra 

senc(cosj3 -f- cos a eos y) -f- cos’y sen a cos i — senacosizrrO: 

sostituendo invece di cos’, 1 — sen*, e contraendo di nuovo, si avra 

sen c (cos £ cos a cos y) — sen * y sen a cos i =0 : 

• ii senysena 

riducendo per mezzo di senc= (IP, saia 

sena 

senysena 

(cos & 4- cos * cos y) — sen* y sen a cos i=0 : 

sena ' 
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dividendo per sen a sen y c riducendo, sarà 


» 


Ì cos(3= — cos*cosy 4-seu«senycosi , e per simmetria 
cos * = — cos ( 3 cos y -{- sen ,3 sen y cos a 
cos y = — cos * cos ,3 + sen a sen (3 cose. 


9. Inequazioni (I), (II), (IH), (IV) contengono ciascheduna 
quattro elementi del triangolo sferico^ cosicché ciascheduna di esse 
può esser impiegata a determinare uno de’ quattro elementi che 
contiene per mezzo de’tre altri. Epperò per determinare tutte le 
combinazioni possibili fra’ sei elementi del triangolo sferico presi 
a 4 a 4 , avremo , come pe’lriangoli rettilinei 15 combinazioni 
(pag. 143), le quali riduconsi a sole quattro essenzialmente diver- 
se , che sono le seguenti 



Fra’tre lati e un angolo 
Equazione (I), cioè 
cosa=eosZ>cost'4-senòscnccos* ec. 

Fra due lati e due angoli opposti 
Equazione (II) , cioè 
sen a sei i(3= seni sen a ec. 


Fra due lati e due angoli , uno 
compreso e l’altro opposto ad uno 
di essi 

Equazione (III) , cioè 
seuy cot» -J-cosicos y — senicotu=0 ec. 


( a . . .(13)1 Fra gli angoli ed un lato 
A. . .(14)1 Equazione (IV), cioè 
c...(15)J cos*= — cos ,3 cos y + sen(3senycosa . 


10. Abbiamo veduto come dalla forinola cardinale (F) de’ 
triangoli sferici sono facilmente uscite le quattro equazioni quassù 
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riportate e bastanti a risolvere tutte le combinazioni a quattro a 
quattro de’ sei elementi dell’angolo sferico. Ma per avere qualche 
guida nelle ricerche de’ casi particolari che riguardano il proble- 
ma trigonometrico sferico , fa uopo conoscere talune proprietà de’ 
triangoli sferici , che noi parimente cercheremo dedurre dalla stessa 
foratola fondamentale (jF). E sulle prime consideriamo un angolo 
in una delle equazioni (F), p. e. l’angolo a ; la (3) e la (4) ci da- 
ranno 


cos * : 


sen b cos a — cos y sen a cos b 
sene 

sen e cos a — cos fi sen a cos c 
sen b 



Ne’ secondi membri di queste equazioni facciamo variare solamen- 
te a. A proporzione che a cresce diminuiscono sen Zi cosa, sene cos a, 
e crescono cos y sen a cosi, cos sen a cos c ; e l’opposto ha luogo 
quando a diminuisce 5 epperò i secondi membri di quest’ equazioni 
diminuiscono o crescono come cresce o diminuisce a ; adunque an- 
che cosa diminuisce o cresce come cresce o diminuisce a. Sicché 
un angolo a di un triangolo sferico cresce o diminuisce come si 
fa maggiore o minore il lato opposto a. 

11. Facciamo nelle due formole ( F ') del n.° precedente 

cosa— VI — scn’a; ordinando per sen *a, dopo di aver fatto spa- 
rire il radicale, si avrà 


2sen c cos A cos y cos a sen* b — sen * c. cos * a 

sen*a q — — — sena: 


sen 1 b q- cos 1 b cos* y 


sen * A + cos 1 6 cos * y 


2sen Zi cos c cos .3 cos a sen*c — sen* Zi. cos* a* 

sen’a 4- — - — ; — sena= — ; ; — - , 

sen c-f-cos*ccos (3 sen c-f- cos c .cosfi 


le quali , daranno 


sena=- 


senA 


sene cos Zicosy cos a 
sen’A -J-cos*Z>cos*y 


— Vseu’Aq-cos’Acos’y— scu*c.cos** 
sen*A q-cos’Acos'y 

11 
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scn a s: 


sen b cos c . cos £ cos * 
senV + cos’ccos’ft 


-Ir V sen’c +cos’c.cos*j3 — sen’icos’*. 

— sen’c + cos*c . cos* £ 


Se vogliamo considerare ciocche avviene in queste formole 
quando facciamo variare solamente * , scriviamole cosi 



— Pcos* + M y/ B — <7 cos*» 
— licosa + IV V D — fJcos’* 


e queste mostrano intuitivamente che il secondo membro dell’equa- 
zione cresce o diminuisce come diminuisce o cresce cos * , ossia 
come cresce o diminuisce a. Adunque i lati de triangoli sferici 
crescono o diminuiscono come crescono o diminuiscono, gli an- 
goli opposti ; ch’è l’inversa della precedente. 

(») I due precedenti teoremi (10) e (11) si deducono anche in- 
tuitivamente dall’ equazioni (I) e (IV). Infatti l’equazione 


cosa— cosicose . 

cos A— - ci 

seno sene 


dice che il primo membro si fa 


maggiore o minore a proporzione che cos a cresce o diminuisce ; 
adunque cos A cresce o diminuisce con cosa; epperò diminuendo a 
sotto gli stessi lati b, c, diminuisce A, e questo cresce come cre- 
sce A. E lo stesso ci dice l’equazione 


cos» = — cos cos y + sen ^ sen y cos a. 


Similmente l’equazioni cos a = cos cos c + seni sene cos», 

cosa= cos> + cos ^ co !r c j dicono che variando a solamente, 
sen /3 sen y 

cosa diminuirà o crescerà come diminuisce o cresce cos»; ossia 
che un lato cresce coll’angolo opposto. 

12. Supponiamo i=c=90°, la (3) e la (5) dell’equazione 
cardinale (F) daranno cos»=cosa, epperò »=a; e la (k) e la (6) 
della medesima formola fondamentale daranno cosy =0, cos/3=0; 
cioè j3=y= , J0. Cioè se due lati di un triangolo sferico sono 


Digitized by Google 



— 163 — 

quadranti, f angolo da essi compreso sarà misurato dal terso lato, 
e gli angoli opposti alali quadranti sono retti. 

13. Sia /S=yr=90», le forinole (4) e (6) dell'equazione cardi- 
nale daranno 


, . tangi tango 

(ni ). . . cos*= — — = — • 
tango tangi ’ 


cpperò b=c. 


Ciò posto P equazioni (ni) daranno sen*òcos*o — sen’ccos V/=0 • 
cioè sen(ò-f c)sen(i — c) = 0, ed essendo sen(ò — c )=0, per es- 
ser b—c, sarà sen(Z> q-c)=0; quindi o ò-f-c=0, o ò-{-c=sl80: 
la prima ipotesi è inammisibile -, sicché sarà b +c=180 cioè 
ò=:90=c. In tal caso la (3) e la (5) dell’equazione cardinale da- 
ranno cos*=cos«, cioè a.— a. Sarà dunque vera l’inversa del 
teorema precedente. 

14. Se fosse ò=c=a=90 11 , le prime ire forinole dell’equa- 
zione cardinale ( F) darebbero 


cos£=0, cosyr=0, cos*=0, cioè /3=y=» = 9(K 

E se all’opposto è * =j 3 = y=90, le stesse prime tre forinole 
darebbero senacosò=0, senacosc=0 , seuècosa=0: e non po- 
tendo essere sena=0, senò=0, perchè non vi sarebbe più trian- 
golo, sarà cosò=0, cosc=0, cosa=0, cioè a=Z>=c=90>. 
Adunque il triangolo sferico i cui lati sono quadranti sarà tri- 
rettangolo, o ottava parte della superficie sferica-, e il triangolo 
tnreltangolo avrà i tre lati quadranti. 

Quel punto della superficie sferica che dista da qualunque punto 
di una circonferenza per un quadrante dicesi polo di questo cerchio. 

13. (Fig. 47). Indicheremo gli angoli de’ triangoli sferici colle 
lettere greche *, /S, y e i lati opposti colle lettere analoghe comuni 
a, b, c. Siano dunque i vertici a, /3, y di un triangolo sferico i 
poli rispettivi de’ lati a 1 , V, c> di un altro a'^y', i cui angoli sono 

*'j ?'■> rS sarà ( precedente ) B=C=B'=:A=A'=C'— 90°: 
questi angoli presi a due a due danno 4=67=90, epperò 
a'=c'=90°, onde sarà p 1 polo di b : B 1 = C'z=90=A‘ — B 
cioè Z> , =c , =90°,*a , =i , =90 , '$ e quindi sarà x' polo di a, e y' 
polo di c: epperò i triangoli xpy, %'p'y ' , ne’ quali i vertici di uno 
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sono i rispellivi poli de’ lati opposi! dell’altro, si chiamano polari. 
In questi triangoli si osservano le seguenti proprietà: si ha 

3 » c + y B=p'y' + lìC=p'y' + «=«' + *=180 ... e parimenti 

B'y + ^'=FC'+n=«' + «=180 ec. 


Cioè ne triangoli polari gli angoli di uno di essi sono supple- 
menti de lati opposti dell’altro, e reciprocamente. 

16. Supponiamo che un lato a di triangolo sferico potesse es- 
sere 180° : in tal caso l’ equazione (3) della forinola cardinale (F) 


m .lari, « la <*> —=-S- 0— 

due equazioni danno i=e;epperò, sostituendo nel valore di cosa, 
sarà cosa= — 1, cioè *=180. In tal caso i piani degli archi b, c 
i quali comprendono l’angolo * si confonderanno in un solo, e non 
vi sarà più triangolo. Adunque i lati de’ triangoli sferici hanno per 
limite superiore 180°. Di più se fosse n=0, neppure v. sarebbe 
più triangolo sferico: sicché il limile inferiore de’ lati de’ triangoli 
sferici è 0. Adunque un lato di triangolo sferico è minore di 180» 

ed è maggiore di 0. ...... 

Poiché noi possiamo misurare gli angoli de’ triangoli sferici per 

mezzo de’ lati di esso (12), ne segue che parimente i limiti degli an- 
goli de’ triangoli sferici sono 0, e 180°. 

17. Essendo *>0 e «<180 , sarà cos*<±l : facciasi per- 
ciò cos* = + — ( frazione genuina ) , la (I) n.° 5 diverrà 

" n 


sen c 


cos«=cosicose -+■ — sellisene: or abbiamo 

n 

cos (i + e) =cos b cose — sellisene, ed è 
cosi cose — sellisene <cosicosc + — seniseuc: adunque saia 


cosn>cos(i +c))$ cioè i +c>n. 

Adunque due lati del triangolo sferico sano maggiori del ri- 
manente. 
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18. Intendasi unito il centro della sfera co’ tre vertici di un 
triangolo sferico, chiamando A 1 , B' , C' i tre angoli piani che 
formano al centro della sfera l’angolo solido, saia A'— a , B'=zb, 
C'=c (3); ina è b + c>a; adunque Sara B' O A' . Cioè de 
tre angoli piani disformano un angolo solido triedro, due sono 
maggiori del rimanente. 

19. Abbiamo dimostrato (prec.) essere cosa>cos(ò-|-c); quin- 
di sarà cosa >cos[360° — (i-f-c) ] ( forinole {K) pag. 66 ); ep- 
però a <( 360 u — (ò-pc)-, cioè a~\-b + c<^360°. Sicché la somma 

■ de’’ tre lati di un triangolo sferico è minore della circonferenza 
del cerchio. 

» 

(Fig. 48). Or se in un poligono sferico si prolunghi un lato AE 
verso M e N, CB finche incontra in M V arco E A prolungato, 
e CD finche incontri lo stesso arco prolungato in N, sarà 
AB+BC +CD+DE+EA... <( (AfiV-f - MC + C.Y); epperò tanto 
più minore di 360" Sicché il perimetro di un poligono sferico è 
minore della circonferenza del cerchio. 

20. Quindi, se A 1 , B 1 , C 1 ec., indicano gli angoli piani che for- 
mano l’angolo solido di una piramide poligona posto col suo ver- 
tice al centro di una sfera , sarà A 1 = a, B’ — b, 6 v =c, D—d > 
E'— e... ma è a + b -pc -p d -pe=<360, sicché sarà pure 
A'-{-B' •{-& + W +E' . . .<360°. Cioè la somma ili tutti gli an- 
goli piani che formano un angolo solido è minore di quattro an- 
goli retti. 

Adunque con angoli la cui somma è eguale o supera 360“ non 
può formarsi un angolo solido. 

21. Segue da ciò, eli’ essendo l’angolo di un triangolo equila- 
tero due terzi del retto , gli angoli del triangolo equilatero potran- 
no unirsi a formare un angolo solido, ma a tre a tre, o a quat- 
tro a quattro, o a cinque a cinque. Il tetraedro regolare termi- 
nato da quattro triangoli equilateri lià i suoi quattro angoli solidi 
formati ciascheduno da tre angoli di triangolo equilatero: V ottae- 
dro regolare terminato da otto triangoli equilateri ha i suoi otto 
angoli solidi formali ciascheduno da quattro angoli di triangolo 
equilatero: V icosaedro regolare terminato da venti triangoli equi- 
lateri ha i suoi venti angoli solidi formati ciascuno da cinque an- 
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goli di triangolo equilatero. Gli angoli del quadrato ossia gli an- 
goli retti non possono unirsi che a tre a tre a formare un angolo 
solido , come nell’ esaedro regolare o cubo le cui sei facce sono 
quadrati e i sei angoli solidi sono formati ciascuno da tre angoli 
retti. Gli angoli del pentagono regolare non possono unirsi che a 
tre a tre per formare un angolo solido ( essendo ciascheduno di 


essi - di un retto ) , come nel dodecaedro regolare terminato da 
5 


dodici pentagoni regolari, ed ognuno de’ dodici angoli solidi è for- 
mato da tre angoli di pentagono regolare. 

Epperò cinque soli poliedri regolari possono avgrsi , tre termi- 
nati da triangoli equilateri, il tetraedro, l ’ ottaedro e l ’ icosaedro 
regolare: uno terminato da sei quadrati, il cubo ; e uno terminato 
da 12 pentagoni regolari , il dodecaedro regolare. 

(*) 22. I teoremi che riguardano i limiti de’ lati del triangolo 
sferico possono dedursi da un'analisi dipendente pure dalla nostra 
forinola cardinale (F), ma meno semplice. Pure noi qui n’ espo- 
niamo un saggio , e perchè nuova e perchè pare eh’ essa sia un 
passo di più nel sentiero impervio delle inequazioni , sopratutto 
quando si hanno a determinare i limiti fra’ quali sono comprese 
certe quantità. A tal oggetto, supponendo solamente noto il teore- 
ma del u.° 16, cioè «<180 e>0, sostituiscasi nell’equazione (1) 


r 7 

della formola cardinale (F) 1— 2sen’ a cos p , e 1 — 2sen* - a 

2 Jd 


cosy ( [V pag. 69), si avrà, riducendo mercè la (2) formola (Q) 
pag. 68, 


C+b — a C-J-fl — b 3 y 

sen cos = senese» 1 - senòcososen* — . . . (M) 

2 2 2 2 v ' 


Il secondo membro di questa equazione per effetto di cosa può 
divenire negativo (16, e pag. 20) o positivo; epperò potrà verificarsi 

c + b—a c + « — , 

sen — cos — < 0. Questo prodotto sara negativo 

sotto le seguenti condizioni ( pag. 20 n.* (23) e (24) ). 
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c + Z>— a c + b—a 

* - > 180 epperò sen - ° <0. . . 

2 

| c+a — ò _ . c 4- a — b _ „ 

~2 >270 epperò cos >0 

c+b—a c + b—a 

<180 eppero sen - >0... 


2 a . . .< 


2 

c + a — b 


>90 epperò cos 


2 

c + a — b 


<0 


3»... 


4 a ... 


c + b — a . c+ò — a 

— > 180 epperò sen — <0. . . 

2 2 

c + a — b „ c + a— 4 

<90 eppero cos >0 

2 

c +4 — a . c + A — a ^ _ 

< 180 eppero sen > 0 . . . 

jQ 2 

c + a— b c + a— 4 . _ 

> 180 epperò cos - < 0 


2 ^ 2 

E sara positivo sotto le seguenti condizioni 

c + 4 — a 




— -<180 epperò sen ° — ->0... 


c-J-a— 4 


c + a— 4 


2 


6 a . . . < 


< 90 epperò cos ~5 >° 

2 


c + A— ci c + A— et w _ 

— ^ < 180 eppero sen >0. 


c+a — 4 


c-j-a — b , 


7a < 

i • t » ’ 


>270 epperò cos — ~2 >° 

1 

A— et c + A— et 

— ^180 epperò sen — <0. . . 


— - > 90 epperò cos — < 0 
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c 4 - h — a _ , c + b-—a 

— g >180 eppero sen - — — <0.. 

2 2 

0 + d— b _ , c + rt — b 

— — >180 eppero cos <0 

là 2 


Per esaminare queste inequazioni fa uopo osservare che, gene- 
ralmente parlando, se m, n, p sono i lati di un triangolo sferico, 
bisogna escludere le ipotesi nelle quali entra la condizione 

m + n — p , „ m + n — p . , . 

— V-^>18 0, e tanto più >270-, poiché essen- 

2i a 

do m<180°, «<180° (16), sarà m+n<360° epperò 
m + n m+n — p 

— - — <180 e tanto piu — <180. Adunque vanno esclu- 

2 2 

se dalla nostra aualisi, la l a , la 3 a , la 4 a , la G a , la 7 a , la 8 a : e le 
due sole condizioni ammissibili sono la 2 a c la 5.° Ma volendo 
trarre tutto dalla nostra analisi , dimostreremo , per mezzo della 

. m + /z — p 

medesima , assurda la condizione in cui — ■ — > 180 entra in 

2 

combinazione con qualsiasi altra ipotesi. Il caso più favorevole c 
quello che dipende dalla 3 a combinazione, poiché se noi dimo- 

c + ò — a , 


alieremo che 


2 


>180 non può coesistere neppure con 


c+a — b . . 

<00 , maggiormente non Io potrà con una quantità 

2 

maggiore di 90°. Per soddisfare dunque alle condizioni 
— ^ — ->180°, — -<90, facciasi — — ^ — -=180°+g, 

c + a — b 


=90 — gf ciò posto dovendo essere sen <0 


per la ipotesi 3°, i limili di g saranno 0, 180°: al contrario do- 
c + a — b 

vendo essere cos >0 , i limili di g' saranno 0, 90°. 
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_ . . 180 

Facciasi perciò g— 180— (nè frazione spuria o intero 


90 

g / =90’— - — ( m è frazione spuria o intero ) ; le due equazio- 
ni (lì) diverranno 

«J±^ == 360 -_!?i* = , 8 o- + „ 

2 n 2 m 

90° 

sommando queste due equazioni si avrà c=180 + t + ; lo 

n 

clie è assurdo. Tanto più dunque sono assurde la l a , la 4*, la 6 ' , 
la 7 a , la 8 a ipotesi. 

Esaminiamo ora le ipotesi 2 a c 5 a . Per soddisfare alle condizioni 

della 2 a , ■ < 180 1 ’ , — — 1 )> 90 } facciasi 

2 2 

c 4 - b — a c 4 - ci — b 

_ = 180° — g, — — =90° + g*: e poiché si dee sod- 

mi 2 

tìisfare alla condizione di scu - — ->o, i limiti di g saranno 

2 

0 , 180°; eppcrò, fatto g —- — -, sarà — — -=180 ’— 

n 2 ri ' 

( n frazione spuria ) : parimente dovendo essere cos ' <^ 0 , 

2 

180 

i limiti di g' saranno pure 0 e 180° 5 eppcrò facciamo g' — 

m 

. c + a— 180 

( m frazione spuria), sara =90 + . . . (/•) : som- 

2 m 

/180° 180° \ 

mando (A) e (r) si avrà c=270° — - ( ) . . . . (5). In 

\ n m ) w 

questa equazione possono verificarsi due condizioni , 

180° 180 > M 180 180 

l a = 90° — ti «prue 2 a — = 90+4). 

n ni n m 
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La prima condizione riduce l’equazione (5) a c=270° +^> — 90°, 
cioè c>180, assurdo : la seconda poi dk c=270 — (90 + ?), cioè 
c<180, lo che è reale. 

• . m , # c ■}* b——ci 

Passiamo ora all’analisi della 5 a ipotesi, cioè di — <( 180 

Jà 

c 4- a — b 

— <90°. Questa ipotesi è più favorevole della precedeu- 

2t 

C (X— l) 

te, poiché qui abbiamo -<[90 , mentre nell’altra era 

c + a—b 


2 


>90°: per conseguenza questa ipotesi è ammissibile : 


ma per giungere direttamente alla stessa conseguenza facciasi 
cMb~—a c + a — b 

- =180 — g , - =90 — g 1 . .. (x); e si vede che, 

, c + b — « c + a—b „ . 

dovendo essere sen >0, cos >0, n limite 

JL 1 

di g sara 0 e 180°, e quello di g 1 sark 0 e 90°. Sommando le due 
equazioni (*) sark c=270 “ — (g +g')i equazione reale quando 
*£+*?'> 90». 

Avremo adunque 

—“2 >180 , 


c + & — a 


condizioni assurde. 


2 

c-\-b — « 
2 


<180°, ^£—^>90° 


<180°, 


2 

c+n — b 

2 


condizioni ammisibili. 


<90° 


Le due prime inequazioni convengono nella condizione 
c + b — a 


2 

c -J- b — a 
2 


180, e le due seconde convengono nell’altra 
<( 180 5 e le due prime sono in disaccordo colle due se- 
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c -|> b — a 

conde perchè in quelle è >180 e in queste 

2 * * 

c -f- b — a 

- — < 180 : ma le due prime sono assurde e le due altre 

c J» b a 

ammisibili; adunque c assurda la condizione >180, co- 

2 

me abbiamo quassù veduto, e reale l’altra “ < 180 ; cioè è 

2 

c b — * a 

assurda la condizione sen — -<0, e reale l’ altra 

c-\-b — a 

sen - >0: la prima dà la seconda r-f-£>a: 

epperò la somma di due IcUi del triangolo sferico è maggiore del 
rimanente lato -, come abbiamo dimostrato (n.° 17) con facilissi- 
mo ragionamento. 

23. La forinola (IV) § 8 dedotta dalla nostra equazione fonda- 
mentale dìi 

cos x + eos ,3 cos y 

cosa— : epperò sarà 

sen^seny 

a cos*+cos(|3-|-y) 

1 — cosa=2scn — =— - ; 


da cui si ha ( Q pag. 68 ) 


(*)-•• seu> 2 = 


sen j3 sen y 


*+^ + 7 |3+y — •* 

•e 05 — 2— co»— 2— 


sen j3 sen y 

£ come il primo membro di questa equazione è positivo , cosi 
positivo sarà anche il secondo; lo che esige le condizioni 

« +/3 + y > 1 quadrante „ £+7 — * 

*•- -^<s!U»d> *■•••' -T— ' 

La prima condizione dà 

^ < o quadranti 
Adunque il limite inferiore della somma de' tre angoli di un 


; e la seconda ^ + y — »<180. 
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triangolo sferico è due retti, e 7 superiore è sei retti ; e due an- 
goli di un triangolo sferico diminuiti del terzo angolo danno un 
risullamento minore di 180°. 

Epperò , nou essendo costante la somma de’ tre angoli de’ trian- 
goli sierici, non è dato il terzo angolo quando se ne conoscono due. 
La forinola (li) è utile a determinare coll’ajuto de’ logaritmi un 
lato per mezzo de’ tre angoli. 

_ , , cosa + senflseny 

2*. La stessa lormola cosa= da 

ìenjSseny 


* + £— y £ 

cos . cos 

1+cosa n 2 '2 

*~2~~ =2cos* 5 = seilj3se „ y 5 

la quale equazione , essendo positivo il primo membro , tiara 

A A ■ y ck «j* y ~ " A b # 

< 90° , — — <90, per serbare il segno positivo 

2t 2 

anche al secondo membro ; e queste inequazioni si riferiscono al 
teorema espresso dell’altra quassù ottenuta 
|S+ y — *<180°. 

La inequazione *+^3 — y <180 applicata al triangolo polare 
da il noto teorema (13) a + i > c. 

(*) 25. L’equazione (I) ( n.° 5 ) da 

cosa — cosicosc 

-j la quale dara 


cos*: 


seni sene 


1 — cos* * cos(i — c) — cosa 

=sen* - = — -d 

2 2 sellisene 

a + i — c a + e — i 

sen — seri - 


(*)• 


seni sene 

| 1 + cos a 5 * cosa — cos (i -J- e) 

2 2 scoisene 

a-f-i + c i + c — a 

sen sen 


( Q pag. 08) 


sellisene 
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11 secondo membro di questa seconda equazione non può altri- 
menti esser positivo , come il primo , che dietro l’ipotesi di 

ci 4 - fa 4 * c , . 

< 180 , di cui è una conseguenza l’ altra inequazione 


< 180. La prima di queste due inequazioni si riferisce 

J* 

al noto teorema (19) a + b + c<^ circonferenza del cerchio. 

26. Facciasi a — b nelle due formole dell’equazione cardina- 
le (F) , cioè in 


sen c cos x -f- sen a cos b cos y=sen A cos a 
senccos j3 -f- sen b cos a cos y = sen « cos b 


si avrà colla sottrazione senc(cos* — cos,3)=0-, epperò cos*=cos^ 
c « = /3. Cioè gli angoli opposti a' lati eguali de’ triangoli sferici 
sono eguali : epperò i triangoli sferici equilateri fra loro sono 
equiangoli. 

27. Facciamo nelle stesse equazioni *=|3 ; sottraendo si avrà 
sen(a — A)(cosy + 1)=0 equazione che dà a — A= 0 cioè a~b. 

Epperò i lati opposti agli angoli eguali de’ triangoli sferici so- 
zzo eguali, cioè i triangoli sferici equiangoli sono pure equilateri 
fra loro. 

28. Sia a^>b; eliminiamo cosy per mezzo delle stesse formo- 
le (1) e (3) dell’equazione cardinale, cioè 

senccos» + sen a cos b cos y= sen b cos a 
senccos^ + seu A cos a cos y:= sen a cos A; si avrà 

sen a cos A( sen a cos b — sene cos^)=sen b cos er(sen b cos a — senccos *) ; 


or per l’ipotesi da a>A è sen a > sen A e cosA>cos«; epperò 
sai a sen a cos A sen A cos a : laonde la precedente equazione ci darà 
sen a cosi — sen c cos sen A cos a — senccos*; e tanto maggior- 
mente sarà — sen c cos j3 <— seu c cos « , cioè cos » cos fi e perciò 

*>£. Cioè ne’ triangoli sferici al maggior lato è opposto il mag- 
gior angolo . 
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29. Sia all’opposto , eliminando sene per mezzo delle 
slesse equazioni , si avrà 

sen b cos a — sen «cosi cos y sen «cosi — scn b cos a cos y 

cos * cos p 


ma è cosa<coSj3 per ipotesi, adunque sarà 

sen b cos a — sen a cos i cos y<^ sen a cosi — sen Z< cos a cos y. . . (M) 

questa inequazione non può altrimenti verificarsi che supponendo 
af>b-, infatti in questa ipotesi è 

senicosa<^senncosi: sen a cos b cos y> seni cos a cos y 5 

prendendo la differenza membro a membro di queste due inequa- 
zioni sari» tanto maggiormente 

seni cos a —sen a cos b cos y <( sen a cos b — sen b cos a cos y : 


Adunque la inequazione (M) è la conseguenza di a>i. Epperò 
in un triangolo sferico il lato opposto all’angolo maggiore è mag- 
giore del lato opposto all'angolo minore. 

30. Le forinole (1) e (3) dell’equazione cardinale {F) cioè 

sen c . cos p + sen b cos a C 0 S 7 = sen a cos b 
sene. cos* 4- sen a cos i cos y= seni cos a 

danno mercè la somma e la sottrazione 

sen(a -J- i) (1 — cos y)= sen e (cos* 4 - cos f) 
sen(a — i) (1 4-cosy)=senc(coS|3 — cos*), 

le quali mercè le formole trigonometriche ( pag. 68 e 69 ) danno 


a + i \ X + P * — P 

sen — - — cos — - — (1 — cos y)= sene, cos — — ^ cos — 

2 2 2 2 


a — i a — b x +p » — 4 

sen — - — cos — - — (1 4 - cos y)= sene, sen — - — sen -. 
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Dividendo e riducendo si avrk 


cos • 


a q-i 


l — b 


a—b 


sen 


cos • 


cot 


*+iS 


tang 


a 2 y 

• rCOt* ... (À') 

a— 3 a + b 2 v ' 
— — J - sen — — — 


a — b 


cos 


w • a y 

L’espressione -col* -, pe’ limiti entro i quali è rac- 

sen — ■ 

2 

chiuso il valore degli angoli , è essenzialmente positiva : l’ altra 
a — b 


sen- 


espressione 


, % anche è positiva poiché se a^.b, sarà 

(*—/») < 


tang — 

pure a ^ i (prec.): adunque il secondo membro dell’equazio- 
ne {K) è positivo ; e tale sarà pure il primo membro : lo che esige 
che a + b , x 4 - jS siano della stessa specie. Epperò la somma di 
due lati del triangolo sferico è della stessa specie della somma 
degli angoli opposti. 

31. I teoremi che seguono considerano due triangoli sferici sulla 
stessa sfera , o sopra sfere eguali. 

Sia in*due triangoli sferici a—a', i=i ' , y=y' ; la (3) e (1) 
forinola dell’ equazione cardinale applicata a questi triangoli sotto 
l’adottata condizione dark 

sen c. cos *= cos a seni— seuacosicosy ) 
sene' cos ascosa seni — senacosicosy f ’ ' ' 

sen c. cos p — cosi sen a — senicosacosy 1 
sent/cosjS'scosiseua— senicosacosy ' 

Paragonando i secondi membri dell’equazione (//), e quelli del- 
l’equazione ( H ' ) separatamente, se ne deduce 

sen c . cos x = sen d cos x 1 ; sen c . cos sen d cos f 
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Queste equazioni possono verificarsi in due modi , cioè 

lo c—d, *=*',/3= |3'; 

2° sene * sene' — cos a' ’ cos a = cos fi 1 ; cos/3. 

In questa seconda ipotesi s eèc>c / sara *>*', p )> epperò 
j e se è c < 0 * sarà » + <*' -f- f . 

Queste due inequazioni potrebbero verificare il caso di * + p , 
*' ^-pf di specie differente; ed allora anche a + b sarebbe di spe- 
cie differente di a'+i', ciocché ripugna alla nostra ipotesi di 
a=a', b=b' (30). Adunque la supposizione di a=a', b-=-V, y=y' 
mena alla conseguenza di *==«', p=p' ^ c—d . Cioè se due trian- 
goli sferici hanno due lati eguali rispettivamente e l'angolo con- 
tenuto da essi eguale, avranno gli altri elementi eguali, essendo 
sempre eguali gli angoli opposti a’ lati eguali e reciprocamente. 

32. Sia ora a—a', b—U, c—d le forinole (3), (4), (5) e (6) 
dell’equazione cardinale (jF) applicate a questi triangoli diverranno 

cos a sen Z> = sen c . cos * + sen a cos Zi cos y 
eosasenZi=senc.cosa' + sen a cosi cos y' 

cos c sen b == sen a cos y -J- sen c cos' b cos a 
cos a sen i = sen a cos y 7 + sen c . cos £ cos *' . 

cos a sen c= sen Zi cos * + sen a cose. cosj3 * 
cos a sen c = sen b cos a! + sen a cos c . cos ff 

cos Zi sen e = seno cos j3 + sen Zi cose, cos* 
cos Zi sen c= sen a cos sen Z> cos c cos *' 

Sottraendo l’una dall’altra ciascuna coppia corrispondente , sarà 

senc(cos* — cosa') -f-scnacosZi(cosy — cosy')=0 
sen a (cos y — cosy 7 ) + sene cos Zi (cos* — cos *') = 0 
sen b (cos * — cos *') sen a cos c (cos p — cos p') = 0 

sen a (cos p — cos (3' ) sen b cos e (cos a cos *') = 0 . 
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Quest’ equazioni possono verificarsi in due modi; 
1»... *=*', ?=?', y=/ 


cos* — cos*' sen a cosi 


cosy— cosy' sene 

I cosjS — cos£' senAcosc 

sena 


2 °. . 


cosa— cos* 


cos*- 


=0...(l) 

= 0 ...( 2 ) 


• cos* senacose 

+ — =0. . . (3) 

COSjJ — COS ,3' “** A v 


cosy — cosy f 

i— cos»* *^* 


seni 
sene, cosi 


=0...(4): 


cos*-— cos»* ' sena 
di queste ultime condizioni la l a e la k* e la 2 a e la 3* danno ri- 
spettivamente 

senacosi sena seni cos e seni 


sene sene. cosi’ sena senacose’ 

Esaminiamone una sola, giacche le conseguenze sono le stesse 
per l’altra che è formata nello stesso modo. 

Si ha dalla prima di esse 1 

sen a sen c cos * i — sen a sen e, 


la quale non può avere altrimenti luogo che coll’ ipotesi di 
cos*i=l ; lo che suppone o i=0, o i=360: ma amendue que- 
ste conseguenze sono assurde ; la prima perchè non vi sarebbe più 
triangolo; la seconda perchè il limite superiore de’ lati è 180° : 
adunque l’equazioni (M) non possono avere altrimenti luogo che 
colla condizione di *3=*', p=p' ì y=y'. Sicché due triangoli sfe- 
rici equilateri sono anche equiangoli. 

33. Sia ora in due triangoli sferici *==*', P—p', y—y 1 , le 
forinole (1) e (3) dell’equazione cardinale applicate a questi trian- 
goli daranno 



(m). . . senacosi = sen c. cos /3-J- seni cos a cosy 
(a). .. sena'cosi / =senc / cosj3 + seni , cosa , cosy 

(p), . . sen b cos a =sen c cos « + sen a cos b cosy 
(</). .. seni'cosa'— sen </cos*q- sena' cosi'cosy 


12 
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moltiplicando (ni) e (p) per sene', e le due altre per sene e sot- 
traendo (n) da (mi) e (</) da (p) si avrà 

seno cosi sene' — sen «' cos V sen c 
— cos y (sen b cos a sen c' — seni' cos a' serie )=0 

sen b cos a sen c ' — sen V cos a! seri è 
— cos y (seti a cos b sen J — sen a' cos b' sen c) = 0 


Queste due equazioni possono porsi sotto la seguente forma 
P — Q cosy=0 , Q — Pcosy=0, e da queste si ha 
P Q 

cosy= — = — j qiperò P—Q ; cioè 
sen a cos b sen t' — sen rx'cos Z^sen c=sen b cos a sen t 1 — sen i'cosa'sen c 


ossia sen e 7 sen (a — b)= sene seti (a 1 — b') -, la quale dà a — a' , 
Iszb' , esse 7 . Infatti si ha da questa equazione 


sene J sene'=scn(a — b) l sen(«' — 6 1 ); ma è 
sene ; senc'=seny ; seny' ( li pag. 159 ) 5 adunque sarà 
seny ; seny'=sen(a — b) ; sen («' — V ) , 


epperò, essendo per ipotesi y=y', sarà sen (et — b)—sen (a 1 — b ') , 
adunque, poiché è sencsen(« — Z>}= sene' sen (a! — Z/), sarà 
senc=senc' , cioè c=c'. Quanto ad a, a', b, b 1 è chiaro che 
l’equazione sen (a — -ò) = sen (a' — b') dà arsa', b—b'; poiché 
se potesse essere, per es., n^>n', sarà pure b f>b' ; e quindi 
a + a' -p V : lo che potrebbe verificare n -p Z> di specie diffe- 
rente di a! -p V ; ed allora -sarebbe * + (2 di specie differente di 
a' -p f 3 lo che non è compatibile coll’ipotesi di «=*', (3=^'; 
adunque si deduce dall’uliiina equazione n=a', b—V, c= t l : 
cioè se due triangoli sferici sono equiangoli saranno pure equi- 
lateri. 

La relazione «=«'. b~V , cz=c’ or dimostrata da P=0, Q=0, 
come conviene ad equazioni fra quantità indeterminale 5 epperò 


sarà cosy = — = ^ = — ; ciocche dinota che y ha un valore in- 


Digitized by Google 



— 179 — 


determinato, come sappiamo d’altronde, giacché i tre angoli de’ 
triangoli sferici non essendo soggetti che alle due condizioni 


a + + y <6 quadranti ; * + P + y >2 quadranti , 

possono prendere tutl’i valori compatibili con queste due condi- 
zioni. 

3i. Sia ora »=&', (3=/*', c=c / , le forinole (3) e (1) della 
equazione cardinale (F) applicate a questi triangoli sotto l’adot- 
tata condizione danno 



sene.cosa=sen b cos a — sena cos b cosy 
sene . cos * = seri V cos a'— seim'cos bf cos y' 

sene. cos >3=sen a cos b — sen b cos a cosy 
sen c . cos p = sen «'cos b ' — sen i'cos « cos y' 


Prendendo la differenza di ogni coppia si avra 


sen b cos a — sen b' cosa ' — cos y sen a cos b -p sen a' cosi/ cos / = 0 
sen a cos b — sen a' cos b' -—cos y sen b cos a -p sen b' cos a' cos y ; s=0 

Sommando e riducendo sarà 


sen(a + i)sen* — sen (a' .piQsen* -- =0 $ 

2i 2 

la quale equazione , reggendo fra quantità indeterminate, non può 
avere altrimenti luogo che con a -pi= a' -pi', y=y / , cioè a— a', 
b—b' (per essere »:=»', /3= | 3 , ? y=y'). Cioè due triangoli sfe- 
rici che hanno due angoli eguali col lato ad essi adjacente, avran- 
no gli altri elementi eguali. 

35. Supponiamo ora <x=*', £=£', «=«', le forinole (3) e (1) 
dell’equazione cardinale applicata a questi due triangoli situali 
sulla stessa sfera e su sfere eguali colla stabilita condizione diver- 
ranno 



sene, cos a + sen a cosi cosy =senicosa; 
sen d . cos * + sen a cos i'cos y'= sen i'cos a ,* 

sene . coSjS -pscnicosa cos y =senacosi; 
sene' ,cos/3 -pseni'eosacosy';=senacosi'. 
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Moltiplicando (m) e (p) per sene', e le altre due per sene ; e sot 
traendo (n) da (vi) e (q) da (/>), si avrà 

sen a (sen c* cos i cos y — ■ sen c cos i' cos y ') 

•—cosa (seni sene' — seni' sen c)=0 
cos a (sene 1 seni cos y — sen c seni' cos y 7 ) 

—sen a (sene 7 cosi — sene cos i')=0 : 


sottraendo dalla prima di queste due la seconda e sciogliendo in 
fattori sarà 

senesi -fcosy)sen(a-i) — sene(l + cos y') sen(a— iQ^Oj cioè 


y y 

sene 7 cos* - sen(a— i) = senccos* — sen(a— i') , 
2 2 




la quale reggendo fra quantità indeterminate dà cssrc', y=y', 
a— i—a — b\ epperò i=i'. 

Cioè se due triangoli sferici situati sulla stessa sfera o sopra 
sfere eguali lutano due angoli eguali e eguale un lato opposto ad 
uno degli angoli eguali, avranno gli altri elementi eguali. 

36. La (3) formola dell’equazione cardinale (F) si moltiplichi 
per seui e la (5) per sene; si avrà 


senasenbeosbeosy— cosaseli* i— seni sene cos*. . . (1) 
seri a sen e cose cos p = cos a sen* c — seni sen c cosa. . . (2) 

sottraendo (1) da (2) si avrà 

•enasenccosccos/3— senasenicosicosy=cosa(sen*c— sen*i). ..(3) 
Moltiplicando la (1) dall’equazione fondamentale per sena cose, 
si avrà 


senasenccosccosj3^>senisenacosacosc. cosy=sen*acos icosc. . .(4) 
La differenza di (3) e (4) ordinata per cosy darà 
senasenicosy(cosi+cosacosc)=cosa(sen*i — sen*c)+sen*ocosicosc; 
da cui si ha sostituendo 1— cos*i a sen’i, 1 — cos’ e a sen’c 


senasenicosy(cosi +cosacosc)=cosa(cos*c— cos* i) 
+sen*acosicosc. . . (5) 
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Facciamo variare io questa forinola y e c solamente , si avrà 

sen a seni cos y' (cos b + cosacosc') =oos a(cos’ d — cos’ b) 

+ sen*acosicosc # ... (6). 

L’ipotesi di c]>c' rende 

cos*c — cos’ A cos**/ — coi' b; sen ’ n cos A cos c < sen’ a cos A cose/ 

quindi sopprimendo nelle due equazioni (5) e (6) il fattore comu- 
ne send sen A, sarà 

cos y (cos A + cos a cos c) <( cos y 1 (cos A -f- cos a cose') . . . (7); eppeiò 

cos b + cosacosc 1 

cosy<cosy' - ; 

coso + cos a cose 


e tanto più Sara cosy<^cosy c (essendo il coefficiente di cosy' >t): 
quindi sarà y>y*; cioè se due triangoli hanno due lati eguali 
rispettivamente e’I terso lato di uno sia maggiore del terso lato 
delC altro, l’ angolo opposto al lato maggiore è più grande del - 
l’angolo opposto al lato minore • 

37. Se l’ equazioni (5) e (6) si risolvono per c, d si avrà 

sen a (sen 5 cosy — tangneos è) 


V sen’ «(seti Acosy — tangocosA)’ + icosA(cos b + tango sen Acosy) 


2 


cosd = 


sen a (sen b cos/ — tango cos A) 


2 

V sen*cr(sen£cosy / — tangacasA)’ +4cosA(cosA -FtaugosenAcosy') 
; - 2 T 


le quali intuitivamente mostrano che nell’ipotesi di y>y' il se- 
condo membro della prima di queste due equazioni c minore del 2° 
membro della seconda di essa; epperò nell’ipotesi di y>y' sarà 
cos cose'; cioè c]>c'; cli’c l’inverso del teorema precedente. 

(*) Questi due teoremi sono una conseguenza immediata della 
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forinola (I) § 5, la quale per altro èia stessa equazione (5) h.° 3G, 
che abbiamo dimostrato quassù j ma mascherata. Infatti questa 
equazione dà 

, cosa(cos*c — cos’ i) 4-sen* acosicosc 

senasenicosy= — — — - = 

cosi + cos a cose 

cos a cos’ c — cos a cos 1 h + (1 — cos’ à) cos b cos c 
cos b + cos a cose 

(cosi +cosacosc) (cose — cos a cosi) 

— — = cosc— costì cosi, 

cosi q-cosacosc 

eli’ è l’equazione (I). 

38. Stabiliamo ora le forinole pe’ triangoli sferici rettangoli. Noi 
potremmo dedurle dalle formule (I) § 5, (li) § 6, (111) ^7 e 
(IV) § 8, come hanno fatto Bertrand , De Gua , Eulero , Lagrau- 
gia, e tutti gli altri analisti : ma per serbare l’ unità di metodo, le 
trarremo dalla stessa nostra equazione fondamentale (F) Ira cinque 
elementi del triangolo sferico. Sulle prime supponiamo y=90 ep- 
però cosy = 0 nelle formole (1) e (3); e nelle (2) e (4) dell’ equa- 
zione cardinale (F) , avremo 

(1) ... senc.coSjS=scnacosi 

(3) . . . sen c. cos *= seni cosa 

(2) ... cos£=langacolc 

(4) .. cosx = iangicotc 

39. Eliminando cos£ fra (1) e (2) e riducendo, si avrà 

cosc=cosacosi. . . (II). 

HO. La forinola (2) dell’equazione (G) posta sotto la forma 
senccosacos,3=senacosc si sommi con (1) e si sottragga dalla stes- 
sa (1) della medesima equazione (G) , si avrà 

sene cos ,3(1 -f- cos n)=semz (cosi -f. cose) 
sen ccoS(3 (1 — cos o)= sen a (cos i — cos c) 

Moltiplicando membro a membro queste due equazioni , sarà 
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sen 1 c cos’ai: (cos* cos*c), e ponendo per cos’ 1— seu*, saia 

riducendo sen’csen’^rseu’i; da cui si lia 

(1) . . . sen&=seuc.senjS 1 ..... 

(2) . . . sen a = sene. sena J " 


41. Eliminando sena fra (1) dell’ equazioni (G) e (2) dell’ equa- 
zioni (HI), e riducendo si avrà 

(1) . .. cos jS= cosi sena 1 ... r . 

(2) . . . cos a = cosasene j ' ‘ * ' ’ 

42. La (4) di (G) è cosartangicotc, e la (2) di (III) 


sena 


sellar- 


sene 


dividendo la prima di queste due per l’altra, si avrà, 
tangi cose 

; c per simmetria 


cota: 


cot,3= 


sena 

tangacose 

seni 


moltiplicando membro a membro sarà 


cotacoljSr 


tan gicose tangacosc _ cosV_ =cosc(3 Q »)... (V ), 


sena 


seni 


cos a cosi 


seni cos a , . . ... 

La formola (3) di (G) dà cosar ; ma la formula (2) 

sene 

di fili) dà senar dividendo membro a membro queste due 
' sene 

equazioni sarà 

(1) . . . col a r sen i cola 

(2) . . . cot (3r senacoti 

43. 11 problema trigonometrico spettante al triangolo sferico 
rettangolo consiste in determinare i cinque clementi ignoti di que- 
sto : e poiché esiste sempre un dato nel triangolo sferico rettango- 
lo, cioè l’angolo retto, i cinque clementi debbono combinarsi a 3 
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a 3 , e in ogni combinatone entra un demento ignoto con due ele- 
menti noti i quali coll’ angolo retto fanno le tre quantità note. 


5.4.3 


Or poiché cinque quantità combinate a 3 a 3 danno — — - sss 10 


combinazioni differenti, dobbiamo vedere se le sei precedenti equa- 
zioni bastano alla compiuta soluzione del triangolo sferico rettan- 
golo. A tal oggetto le dieci combinazioni sono le seguenti 



La 1« è risoluta dalla forinola (II); la 2“ dalla equazione (HI) : 
la 3» delle forinole (IV) e (V) : da ultimo la 4» dall’ equazio- 
ni (I) e (VI). 

Epperò le sei forinole per noi qui dedotte dall’equazione cardi- 
nale bastano alla soluzione del triangolo sferico rettangolo. E si 
deduce da tutto ciò che si c detto qui sopra che le due equazioni 
differenti (G) contengono tutti gli elementi della risoluzione de’ 
triangoli sferici. 

44. L’equazione (II) cioè cosc=cosacosh dimostra che cose è 
positivo sotto le due condizioni. 1“ a<90°, i<90° j 2 a a^90'’, 
£>90°, c è negativo quando a e b sono di specie diversa. 

Epperò nel triangolo sferico rettangolo se i due lati che com- 
prendono l’angolo retto sono della stessa specie il lato opposto 
all’angolo retto sarà minore del quadratile, e sarà maggiore 
quando essi sono di specie diversa . 

45. Se uno de’ lati a che comprendono l’angolo retto è eguale 

0 

al quadrante sarà cosa=0, epperò cosc=0, e cos £ = -. 

Cioè se uno de’ lati che comprendon V angol retto è quadrante, 
tale sarà pure il lato opposto all’ angolo retto, e l’altro è inde- 
terminato, cioè potrà essere eguale maggiore o minore del qua- 
drante. 

. 46. L’equazione (IV) cioè cos j3=cosòsen* , essendo sen*^>0 
( 1 6) ci mostra che la specie di dipende da quella del lat’ oppo- 
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sto b‘, cioè se b sark retto ottuso o acuto, tale sarò pure fi e reci- 
procamente. Adunque nel triangolo sferico rettangolo gli angoli 
obbliqui seguono sempre la specie de’ lati opposti e reciproca - 
mente. 

47. Segue da tutto ciò , 1° che se un triangolo sferico ha i suoi 
tre lati quadranti, sara trirettangolo, come sono gli otto triangoli 
sferici ne’quali si divide la superficie sferica quando si segnano su 
di essa, sulle prime due cerchi massimi perpendicolari fra loro, e 
poi si fanno questi segare da un altro cerchio massimo perpendi- 
colare ad entrambi. Tali sono sul globo terrestre artificiale i due 
coluri e l’equatore : 2° se in un triangolo sferico dal vertice di un 
angolo si abbassa l’arco normale sul lato opposto, quest’arco per- 
pendicolare cadrò fra’ lati se gli altri due angoli sono della stessa 
specie; e cadrò fuori di essi se sono di specie diversa ; poiché se 
cadesse anche fra’ lati quando gli angoli sor» di specie diversa, que- 
st’arco normale sarebbe della specie dell’angolo acuto nel trian- 
golo rettangolo che ha P acuto, e della specie dell’ottuso nelP altro 
triangolo rettangolo , lo che è assurdo. 

48. (*) Nelle trigonometrie trattate sinteticamente si dimostrano 
tre soli teoremi de’ sei che risguardano il triangolo sferico rettan- 
golo , e gli altri tre si tirano da’ primi per mezzo del cosi dello 
triangolo complementario. 

Infatti se la forinola (III) seni=senesenjS si applichi al trian- 
golo sferico in cui un lato cs=90° — b, e un lato a=90° — fi ; 
sara senb—cosc, senc=cosò e senj3= cosa; onde la forinola (III) 
diverrò cosc=cosacosb, eh’ è idèntica alla (II). Or questa reci- 
proca dipendenza delle sei formole de’ triangoli sferici rettangoli & 
intuitiva col nostro sistema di trarre tutta la trigonometria sfe- 
rica da una formula fondamentale colle forze della sola algebra. 
£ infatti tutte le formole che risguardano i triangoli sferici rettan- 
goli non sono per noi che derivazioni dell’ equazioni (6), le quali 
non si riducono che a due sole formole differenti. Del resto si po- 
trò sempre, date tre equazioni delle sei che risguardano i triangoli 
sferici rettangoli , determinare le altre tre con maneggi algebraici. 
Infatti supponiamo note l’equazione (I), la (HI), la (IV); cioè 
cosa stangò cote (1), senò^èseucsenjJ (2), cosfisswsbsea* (3). 
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Prendiamo da (3) cos Zi = : e dividiamo membro a membro 

sen* . 

la (2) per questa, si avrà tangi=scncsen*tang,3; ma da (1) ab- 

cos x sen c cos x 

biamo tane Zi := =cos* : adunque sarà sen»taue3= 

cole cose cose 

che dà cose=cot*cot^3, ch’è la (V). 

sen 1/ 

Parimente abbiamo da (2) sen /3= — - ; ma la formola (2) 

cos* , , senicosa 

di fl\ ) da pure sen/3= : sicché sara cos*= , ma 

coso sene 

seni coso 

la (2) di (I) è cos *=tangZicote ; sicché sarà tangicot c= — , 

da cui si ha cosc=cosacosZ>, eli’ è la (11). 

sen l) 

Fiualinente si ha da (2) $enc= , c dalia (V) che abbia- 

V J senp ’ v ' 


ino dedotta dalla (IV), cose: 


col* 


tan gi 3 


dividendo membro a mem- 


, . . seuZuangjS senZ-tang* 

bro, si avra tangc= =r = - — ; ma la (1) di (I) dà 

1 ° sen /Scoi* cos£ w w 

tange=— adunque sarà tanga=sen Jtang* , che trasfor- 
-cos |S ' t *• . . 

mata è identica alla (1) della (VI). 

49. Abbiamo veduto che la risoluzione compiuta dal proble- 
ma trigonomctrico-sferico nelle sue diverse ipotesi rilraevasi dalle 
quattro forinole ( n.« 5 , 6 , 7 e 8 ) , cioè 

coso — cos Zi cose — sen £ sene cos *=0; 

sen* sen b — sen ^ seno = 0 
cos* + cos,3cosy— sen ,3 Sen y coso =0 , 
sen ,3 col* +cosc.coSjS — cotnsenc=0. 

La prima lenSTe quarta non essendo equazioni binomie, com’c 
la seconda, non sono alte all’applicazione del calcolo logaritmico , 
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cpperò gii analisti sogliono trasformarle in equazioni binomio. 
Quando sono dati i tre lati , o i tre angoli noi abbiamo (§ 25, K ) 
recale le forinole binomio nelle quali gli analisti trasformano la 
prima e la terza delle quattro forinole predette ; esse sono 


<x +i 3 + y fi-)-?—* 
— cos cos 


sen’-^- 


sen^seuy 

* + /* + y + y- 

C0S ~T2 2 


e 05 


9> 

scn* - : 
2 


sen^sen y 

a-\-b — e a + e — b 
se»— 2 ~ seu— 2 

seni sene ’ 

n+i + c b — a 
. ^“ 2 — 2~ 

C ° S * 2 sellisene 

Osserviamo solamente che , volendosi far uso della prima di 
queste per determinare un lato per mezzo degli angoli , il segno 
negativo del 2° membro non è che apparente; poiché , essendo 
a +£ + y 


cos 


2 


.<0, quel segno negativo si cambia in positivo. 


(*) Tante volte la trasformazione di una delle precedenti equa- 
zioni trmomie in binomi» si fa per mezzo di un angola ausiliario 
introdotto in una equazione triuomia per mezzo di una forinola di 
triangolo sferico rettangolo. Cosi per esempio se si volesse un lato 
per mezzo degli altri due e dell’ angolo di questi compresi , la pri- 
ma forinola darà 

cos a = cosi cos e -f- sen isen ccos *=cosc(cos b -J-sen b tati g c cos a) ; 
facciasi 

cose 

tango cos *=tang$. . . (1), sarà cosa= cos(i — ;*)... (2); 

cos v 

ed ò questa la forinola biuomia nella quale abbiamo trasformata 
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P equazione trinomia cos a = cos b cos c + sen b sene cos * , facendo 
«so del]’ angolo ausiliario ? introdotto in questa equazione per 
mezzo della forinola tangf=taugccos<x: e poiché questa è la (I) 
delle sei equazioni che danno la risoluzione compiuta de’ triangoli 
sferici rettangoli, e ch’appartiene al triangolo sferico rettangolo di 
cui c è il lato opposto all’angolo retto, x è uno degli angoli obbli- 
qui , e <f c il lato adjacente a * , ne segue che coll’introdurre nella 
data equazione trinoinia P angolo ausiliario colla forinola 
la«gf=tangccoss( non abbiamo fatto altro che abbassare nel 
triangolo sferico obbliquangolo un arco normale del vertice del- 
P angolo £ sul lai’ opposto b, il quale rimane così diviso ne’ due 
segmenti ?, (b — $); cosicché a determinare b concorrono le due 
equazioni 

tangf=tangccos»; cosa= cos (£ — $). 

COSf 

50. Questa ulama equazione ci dà cos* ìcos(6— y)=cosc t coso, 
cioè elie se in un triangolo sferico del vertice di un angolo si 
abbassa un arco normale sul lato opposto, i coseni de’ segmenti 
di questo saranno in ragion inversa da’ lati adjacenli a’ medesimi 
segmenti. 

51. Quindi se a=zc sarà $ e reciprocamente. Cioè se 

dal vertice dell’angolo fatto da due archi eguali si faccia cadere 
sul lai' opposto un arco normale, questo dividerà in parli eguali 
detto lato-, e se l’arco normale che si fa scendere da un angolo 
di triangolo sferico sid lato opposto divide questo per metà, detto 
angolo sarà contenuto da due archi eguali. 

(*)52. Parimente l’equazione cos y=senasen£ cose — cos* cos £ 
( IV n.° 8 ) darà 

cos y = cos £ (sen xtangjScosc — cos*)=coSjS(sen*cot<f — cos*) 
cosi 

= sen(*— -f). . . (1); 

sen* v 

e si vede che cercandosi y per * , , c, si avrà per mezzo delle due 
equazioni 

cotfsstangjScosc (V de’ti iang. sferici reti.), cosy= — — sen(* — f): 


Digitized by Google 



— 189 — 

e poiché f e a — ^ sono i due segmenti di a; e /J , y sono i due an- 
goli alla base adjacenti rispettivamente ? e a — ? , ne segue che la 
forinola (f) dark un teorema di geometria sferica; e diedi più 
farà conoscere che se gli angoli « , p alla base sono eguali , an- 
che i segmenti di a saranno eguali e eguali i lati b, c, non clte i 
segmenti di a. Noi non ci tratteremo di piu su di queste trasfor- 
mazioni che potranno riscontrarsi in tutte le trigonometrie analiti- 
che , e sopratutto nella bella trigonometria del nostro distinto col- 
lega signor Professore Amante ove sono notate tutte queste avver- 
tenze senza lasciar nulla a desiderare. 

Passiamo a determinare le tanto celebri analogie di Nepero per 
risolvere facilmente e senza il bisogno di ricorrere alle precedeuii 
trasformazioni , un triangolo sferico quando sono dati o due lati e 
V angolo da questi coi ripreso; o due angoli e il lato ad essi adia- 
cente. 

53. Prendiamo le due foratole dell’equazione cardinale (Fn.°i) 

sene. cosa •f-senacos£cosy=sen&cosa. .. 
sene, cos £ + sen6cosaeosy = senacosZ> : 

sommiamole membro a membro , riducendo sarh 
sene(coSA+coSjS) + sen(n4-i) ^1 — 2sen’ sieufa+i), ossia 

y 

sen e (cos a + cos f) = 2sen (a + b) sen* - ( 1 ) 

Sottraggasi dalla seconda di esse la prima, membro a membro, 
si avrà 

seite(cos/3— cosa)-|-(senicosa— senacosi) ^2cos’ * — 1^ =scn (a — b)\ 
ossia 

y 

sen«(cos£— .cosa):s=2sen(a— £)cos* (2). 
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Dividendo (1) per (2) si avrà ( (R) pag- 68 ) 

cof «+£ 

eosa+cos/3 ' 2 sen (« + /'). ,«* 

cosi— rcos» * — fi sanici- — b ) 2 

lan S ~2~ 

ma abbiamo ( pag. 68 ) 

*4-3 « + i 

, , tang— - tang— -- 

sefi* + scn|3 sena -fr sen b £ 4 

” seufl -* cu4 tang _ tang 

2 2 

da cui si ba 


tan 




tang 


1 "“ D 2 ' * + j3 • 

^ ==— 7 • cot 5 (*)• 

* — ji (i — u 2 


tang 


2 2 
sostituendo «picsto valore in (3) , si avra 
a — b 


* + i U " 8 2 seri (a + £) y 

1 1 L — itane’-. 


col 


A acuii* -T v) ’i 

7 jr • — ^--T7 tan 8 ó ( 5 )i 

senfa — b) a + b 2 

tang-— 


? <S> 

tane- sen— , . 

^ 2 2 ¥ ? 1 

ma è = ; 2sen- cos - = 


*e»t 2 2 a „„, ? 


^ epperò 


C0S 2 


2cos* 

2 


i^ = 2cos*l; 

2 

tail G ó 


sostituendo in (5) , si avrà 





cos’ 


2 
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cioè 


ci h 


a — b 


f*+p\ C ° S 2 y f*+p\ ° 0S 2 

cos — — — cos 


-col 


c° s ~ 2 - 


«+,3 


Si. Sostituendo il precedane valore di cot - nell’equazio- 


ne (i) scritta così 


f.-f\ '” s 2 ...... 

M ' e (—) = — 7+i ■ “7T7" 51 am 

v tang —x — col — ~— 


a — A 


a—b a—b 
tang — - — cos - 


tang 


/a— /5\_ ° 2 2 1 

\ S J a -\-b a A- b y ’ 

tang — — cos 

a 

(«-*) 


cioè 


2 la,,g 2 


a + A 

scn — - — 


sen — - — sen — — 

2 


A ,a " g 


55. Dalle formole (A) e (J?) potremmo trarre le formolo ana- 
loghe per aver due lati quando sono dati i due angoli ad essi op- 
posti e’1 lato a questi adjacente; ma per l’unita di questo lavoro noi 
le tireremo dalla stessa nostra formola cardinale. A tal oggetto 
prendiamo le formole della medesima 

sen c. cos et = sen A cos a + sen a cos e. cos . . 

sen c . cos A = sen a cos ,3 sen A cos e . cos a : 

sommandole membro a membro, si avrà 

sen c (cos a + cos A) = (t + cos c) (sen a cos ,3 + sen A cos a) -, 
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ponendo per sena l’equivalente — — , e riducendo saia 

sen b 

senc(cosa +cosi) = (i +cosc)^^sen(*-|"jS) (T) 

sottraendo dalla seconda delle due precedenti forinole la prima , 
sara 

sene (cosi — cosa= (1 — cos c) (sen a cos£ — sen J cos ai) = 

(1 — cose) ( iCnl>Sen —cosp — sen Z> cos » ^ =(1 — cos c) — -sen(* — £)••• (8): 
' seu^ / s e,, p 

dividendo (7) per (8) si avrà 


a-\-b 

cosa + cosi 2 

cosi — cosa 

tang 


c sen(«+|3) 

, =cot - . — , 

a — b 2 sen(* — f) 


ma abbiamo che la formola (4) ci dà 

? 


tang- 


a-l U " 8 2 


2 


a + i 

. tang — s— 

2 


tang -3- 


a + b 1 v 

sostituendo in (9), e facendo tang — o~”—" TT > 81 avm 


col 


i -p b 
~2 


co,' ^ 

(-+-)= —, . zOeì&M’U.M' | . 2-—C10); 

l 2 > •"*-« u „ s t=£ 2 2 c-^ 


cot 




cioè 


co ,t±I , 

a4-i c 2 a+b c 2 

«?>...cot_t-=cot 5 — — ; O uog-j-snngj.— ^ 

cos cos 
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5G. Sostituendo il valore di cot 


ti 4*^ . 


in (V) scritto cosi 


a — li 


tang - 


tang__ = - 


2 


tang 


* *f* p a -4- h 
~¥ 


; si avrà 


cot- 


tang 


x — p 


cop 


X—p 


scn 


* — P 


, aug = . 


cos 




2 e e 2 

_ W „ 6 j = Un 6 -_ j;? , 

,a "S —K- *” 


onde avremo 


, a — b e 

(D)... tang — - — =tang — 


sen- 


x+p 


a — b e 

° cot 2 == COt 2 


scn 




sen 


x—p 


Inequazioni (-4), (fi) , (C) , (fi) sono quelle conosciute sotto il 
nome di Analogie di Nepero. Fra le tante dimostrazioni più o me- 
no complicale che queste hanno ricevute, vogliamo sperare che 
gli Analisti non troveranno questa nostra dimostrazione inferiore 
alle altre più semplici e più brevi c più eleganti : ed essa poi è pre- 
gevole al nostro assunto per 1’ unita del metodo da noi seguito , 
giacche discende dalla stessa nostra equazione fondamentale (F). 

57. Quando si conoscono due lati a, b di un triangolo sferico 
coll’ angolo x opposto ad uno di essi ; si potranno facilmente deter- 
minare le rimanenti quantità nel seguente modo. 

senasenZ» 

Sulle prime si determinerà p per mezzo di sen p — : 

scn a - 

indi si determinerà y 'per mezzo di una delle forinole (A) , o (fi) 
( 53 o 54 ) dell’ analogie di Nepero; cioè 


a — b 


a — b 


y « + p 

lang-=cot — 


cos - 


cos- 


2 y * — p 

7+Z* lang 2=cot — 

2 


SCI) - 


scn ■ 


fi ^ b 


13 
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e finalmente si determinerà c, facendo uso o della formola (C) (55) 
o dell’altra (D) (56) cioè 


c a + b 

tang-=tang— — 


cos 


cos 


* -fri 3 

2 c a — b 

— f ' l “62 =W " B -2- 


fc+j 3 

se n - 2 - 


sen 


a— ,3 


2 ~ 2 

Ma bisogna riflettere che l’ipotesi di due lati e dell’angolo op- 
posto ad uno di essi può menare a due soluzioni differenti -, o , co- 
me suol dirsi dagli analisti, può essere un caso dubbio : poiché il 
valore di jS essendo dato per un seno, questo è comune a due archi 
supplementi l’uno dall’altro: ed infatti se si sostituisce 1 — eos a ^ 
a sen j3 , si avrà un’equazione di 2° grado epperò due valori. 

Parimente quando sono dati due angoli a, p e un lato a opposto 
ad uno di essi , la soluzione può riportarsi alla precedente merce il 
triangolo polare nel quale avremo i due Iati a', b' e l’angolo a' op- 
posto ad a ' ; onde potremo in questo determinare jS', y', </, i quali 
ci daranno rispettivamente b, c, y come supplementi rispettiva- 
mente di y', d . Lo che mostra che la ipotesi di due angoli e 
un lato opposto ad uno di essi può coudurre anche a due soluzioni. 

Se vogliamo poi trattare questo problema direttamente operere- 
mo nel seguente modo. 

Sulle prime determineremo b per mezzo di scnò= se,, j 3seua 


sena. 


indi y per mezzo delle formole (j4) o (B) di Ncpero (53 e 54), cioè 


y a 4-3 

tang- = cot- 2 - 


a — b 
cos — -- — 


a — b 


2 y * — 3 

; o lane— =cot — 

a+b ’ b 2 2 


sen • 


cos — „ — 

2 


cos 


a + ò 


e finalmente determineremo c per mezzo di una delle due altre for- 
mole di Nepero ( 55 e 56 ) , cioè 

*+/3 (*+jS) 

2 c a -b 2 

— i u>„ 6 -=, a n 6 ^.-__. 


c a + b 

tan g2 = tan g-2~ 


cos 


sen 


/ 
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La doppia soluzione, della quale quassù abbiamo parlato, ri- 
ducesi delle volte, per delle condizioni particolari, ad una sola, e 
talvolta amendue le soluzioni svaniscono: lo clic accade quando 
uno de’ valori che si cerca o amendue sono assurdi ; come sarebbe 
il lato o l’angolo che si cerca eguale o maggiore di 180°, o l’uno 
o l’altro eguale a zero; o che uno o amendue i valori del Iato ri- 
trovato unito a’ dati desse una somma eguale o maggiore di 360° , 
c che non si verificassero le condizioni 

A + B + C f due qiia ‘J‘ ; A + B— c< 180° ec. 

( sei quad. 

* 

Noi tralasceremo tuli’ i particolari dell’ analisi delle condizioni 
che conducono, nelle due ipotesi 1 * a, b, *, 2* *, a, a due so- 
luzioni ad una sola o a nessuna. I giovanetti potranno leggere con 
molto profitto la facile e compiuta discussione di questi casi nella 
bella trogonometria del professore Fedele Amante; la quale ana- 
lisi è , a nostro credere , preferibile a quante ne sono stale fatte fi- 
nora. Dalla medesima opera noi estrarremo i seguenti criterii ge- 
nerali 


Dato x colla | 
sola condizio- < 
ne di a ^ 180 1 

[sea>i,ea-fi <1801 

| o a <7;, e n-f //>180 j 

. . 1 el?< 90' 

una soluzione j B>% , 

Dato *<90°. j 

[ Se o<& ea+i<[180. 
[ Se a>i, ea+i>180. 

. . due soluzioni 
. . nessuna soluzione 

Dato *>90". | 

[ Se a>Z>, e n+Z£>180. 
| Se a<CJ>, e a-J-i<[180. 

. . due soluzioni 
. . nessuna soluzione 


Se sena <^sen* seni. . . 

. . nessuna soluzione 

Dato a sotto | 
la sola condiz. 1, ^ 

di «<180 ' 1 

| Se *<j3, e »-f-£>180 1 
| o a>/3, e *-}-fì<180 1 

[una soluzione) 

} ) i<90° 


Dato « 



Se *>j3, e *+,*>180 • • • due soluzioni 
Se *<^p, e * +^<180 . . . nessuna soluzione 
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Palo a < 90° . 


Se a e «-|-|3<^180. 
Se c a-pj3)>190. 


. due soluzioni 
, nessuna soluzione 


Se sena «Cesena sei) ,3, .... nessuna soluzione. 

Soggiungeremo alcuni pochi e facilissimi teoremi su’piani le cui 
ilimoslrazioni dipendono da quelle che abbiamo date nella prima 
parte , epperò ci dispenseremo di ripeterle. 

58. Avendo il piano due dimensioni, una sola retta non basta a 
determinarlo: ma fa uopo di due rette o parallele o inclinate fra 
loro, e generalmente di tre punti non posti per diritto 5 poiché tre 
punti comunque presi determinano un triangolo, epperò le due di- 
mensioni del piano. Adunque un piano è determinalo da tre dati 
punti, 0 da due rette. 

59. Segue da ciò che se una retta è perpendicolare a due rette 
che si segano, al punto d’intersezione, sarà perpendicolare al piano 
determinato da queste due rette. 

60. (Fig. 49). Siano i due piani AC, BD che si segano nella 
loro comune intersezione BE; e s’intendano tirale, la NM nel pia- 
no BD c la QNP nel piano AC, entrambe perpendicolari alla loro 
comune intersezione BE: il piano BD farà coll’altro AC due angoli 
MNQ, MNP i quali , essendo insieme presi eguali a due retti 
( pag. 21 n.° 25 ), ne segue che se due piani s’ incontrano , fa- 
ranno gli angoli dalC una e dall’ altra parte eguali a due retti. 

61. ( Fig. 50 ). Se una retta AP è perpendicolare al piano MD[, 
ogni piano che passerà per AP sarà perpendicolare allo stesso pia- 
no : ed infatti , tirala nel piano MN la PS perpendicolare alla co- 
mune sezione PQ , sarà PS perpendicolare anche alla AP, per 
esser questo perpendicolare al piano ; epperò l’angolo de’piani sarà 
retto (n. u 21 ). 

62. (Fig. 51 ). Se due piani PQ, RS sono entrambi perpendi- 
colari ed una retta mn, i detti piani saranno paralleli. Poiché, fa- 
cendo intersegare i piani PQ, RS da un altro piano amnb, clic 
passa per mn, le cui intersezioni co’ piani dati sono ani, Ini, sa- 
rà amn— 90" == mnb: epperò le due rette ani, bn sono parallele 
(pag. 39) j ed essendo queste rette situale ne’ piani PQ, RS, anche 
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questi saranno paralleli, non polendo questi incontrarsi sema in- 
contrarsi le rette medesime. 

Segue da ciò che le comuni intersezioni am, bri di «lue piani pa- 
ralleli PQ, PS con un altro piano amba sono parallele, poiché 
queste non potrebbero incontrarsi senza che s’incontrassero i piani. 

Sicché se due piani PQ, RS sono paralleli, c una retta imi é 
perpendicolare ad uno di essi PQ, sari» anche perpendicolare al- 
l’altro RS: poiché, facendo passare per ritti il piano mabn clic se- 
ga l’uno e l’altro, il primo in ma, e’I secondo in nb. sarà ma pa- 
rallela ad nb (prec.) , epperò sara bum — ama = 90 ’ ; e dimo- 
strando lo stesso per altre intersezioni, la mn sarà perpendicolare 
ad enlramb’ i piani (59). 

63. ( Fig. 52). Ma facciamo vedere come direttamente la no- 
stra equazione fondamentale giugne a dimostrare le verità di geo- 
metria solida. Sia AP perpendicolare al piano MN, e da P si sup- 
ponga tirala la PQ perpendicolare alla BC presa nello stesso pia- 
no-, facciasi QB=QC , e si tirino la AB, AC, .1(1: PB, PC', 
sarà PB~ PC (pag. 46), epperò 

AB=\ Al’ 1 + PB' = AC=V AP^+PC' (pag. 22,n.°27). 
Siano PB=PC=b: AB—AC=c, AP=p, PQ=p', BC = a, 
ACQ=C , PCQ—y, l’equazione cardinale adattata 

a’due triangoli ACB , BPC sotto le condizioni stabilite darà 

</=2c\cosC—2bcosyj epperò c*(l— scn 1 C)=i’(l— sen’y)} cioè 

c* — c’seti 1 C=b* — i’seu*y. . . (4) 


11 primo membro di questa equazione del lutto simile al secon- 
do ci dice che il triangolo ACQ è rettangolo in Q, come lo c PCQ 

anche in Q. Infatti , essendo seuy= (pag. 48(3) e (4)), l’equa- 
zione (4) diverrà 


c* — i 1 c’sou’ C ; ossia p' +^ M =S’=t■ ^ seu , C -, ossia 

A Q—ACscnACQ, 


equazione simile alla ( 3 e 4 pag. 48)-, per cui sarà AQC —W) 0 . 
Sicché se una Velia è perpendicolare ad un piano, e dal piede 
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di questa si tira una perpendicolare ad un'altra retta presa nello 
stesso pietno, unendo un punto qualunque della perpendicolare 
al piano col piede di quesC ultima , la congiungente predetta sarà 
anche perpendicolare alla retta presa nel piano. 

6ì. Superficie de volumi considerati nella geometria solida. 
Secondo la definizione del prisma ( pag. 9 ) la sua superficie late- 
rale è la somma de’ parallelogrammi die limitano il suo volume: 
e la superficie intera si ha unendo alla predetta somma i due po- 
ligoni che formano le sue basi. Epperò se a è l’altezza del prisma 
retto, ed m, n, p, q , s. . . sono i lati del poligono, si avrà 

Sup. convessa del prisma retto —a(in +«+/^+7+s. . •) 

Sup. intera del pr. retto —a(rn+n^-p+q+s. . .)+21c//t*(p. 107) 

in cui k è noto quando è noto il poligono della base. 

Quindi se m, n sono i lati della base di un parallelepipedo , e a 
c l’altezza , sarà 

Sup. convessa del parallelep. =2 a(m + «), e 
Superficie intera =2a(w + ri) -J-2 km' ( pag. 107 ). 

Se a è il lato del cubo , sarà 

Sup. convessa del cubo = ia’ ; e Sup. intera =6« 1 . 


65. Siano a, b, c, e, g.. . i lati della base di una piramide 
retta ed a' l’apotema comune di essa; sarà 

a 1 

Sup. convessa della piram. retta = — (fl+^-f-c+e-fg. ..) 

2 


Cl’ 

Sup. int. della pir. retta = — (p. 107). 

66. Abbiamo veduto (n.° 11 pag. 10 e 11 ) che tanto il cibn- 
dro retto che il cono retto sono de’ solidi di rivoluzione. Sicché se 
nel rettangolo generatore del primo, e nel triangolo rettangolo che 
genera il secondo si tiri a piacere una retta parallela al lato oriz- 
zontale, questa nella rivoluzione delle generatrici genererà un cer- 
chio , il cui centro è il punto d’ incontro della predetta parallela 
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colP asse. Adunque la sezione del cilindro e del cono retto con 
un piano parallelo alla base sarà un cerchio. 

67. La superficie del cilindro retto può svilupparsi in un ret- 
tangolo i cui elementi sono , la circonferenza del cerchio che for- 
ma la base del cilindro, e l’altezza o il lato di questo. Epperò , 
chiamando a il lato del cilindro retto e r il raggio della base , sarà 

Sup. convessa del cilindro retto =2 r#a; 

Sup. intera =2r* , a -t-2«r’=2/ , «' (a +r). 

(*) La superficie laterale di un cilindro obbliquo è eguale al 
lato generatore di esso moltiplicalo pel perimetro della sezione per- 
pendicolare al lato medesimo, la quale è una curva che da’ geo- 
metri chiamasi ellisse, e è superiore a’ mezzi della geometria piana. 

68 . Se nella base di un cono retto s’intenda iscritto un poligono 
regolare di un numero indefinito di lati , presso al suo limite potrà 
sostituirsi il cerchio al poligono predetto, la circonferenza al peri- 
metro, e il cono alla piramide poligona iscritta in essa quando si 
unisce il vertice del cono con tutti gli angoli del poligono regolare 
iscritto nella base di esso 5 epperò chiamando a il lato del cono ed r 
il raggio della sua base , sarà 

c l 

Sup. conica convessa =2r*r -= 1 rar j 

Sup. intera =«rar + «r* +«r(a +r). 

69. (Fig. 52). Si tagli un cono retto BADII con un piano psq 
parallelo alla base, la sezione psq sarà un cerchio ( 66 ); epperò il 
solido pAsq sarà anche un cono retto (62) : sicché il tronco co- 
nico BIIDqsp sarà la differenza di due coni BADII, pAqs ; eppe- 
rò la superficie del detto tronco conico sarà la differenza della su- 
perficie de’ due coni BAD, pAq. Facciamo perciò CD—R, 
nq=r, AD=\, Aq=x, qD=al sarà 

Sup. convessa del tronco conico z=#R\ — *r.c. . . (1); 
ma è a;= — , onde lxx\ — x—l — —== — (/{ — r) . . . ( 2 ): 
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sostituendo in (1) il valore di x, e poi l per — (R — r), sarà 

il 

Sup. conv. del tronco conico = «-(/{), — r.r)= — (il 1 — r’) 

= — r)=« (R +r)I—« (CD +nq)qD. 

R 

Adunque la superficie concessa di un tronco conico è eguale 
al rettangolo della semisonuna delle due circonferenze superiore 
od inferiore pel lato del tronco. 

Se m indica la inedia aritmetica fra R e r , sarà 


2i <m=«(R + r) : epperò 

Sup. convessa del tronco conico =:Z(.ft-)-r) =2*711/; e 
Sup. intera 2^r7n/-f-*/^ , +*r 5 :=fr(2mZ+ii 1 ^-r , ) 

E facile il vedere che la circonferenza media aritmeticamente 
fra quelle delle basi del tronco conico ossia la 2irm è la circonfe- 
renza del cerchio che passa per la metà li di qD ( Fig. 53 ) : poi- 
ché, se ih rappresenta m, ossia il raggio medio aritmeticamente 
fra CD, nq, supponendo che hg sia perpendicolare a CD, e qg 1 
ad ih, sarà gD—R — m; g'h—m — r—gD-, ed essendo pure l’an- 
golo hDg=qhg l , saranno eguali i triangoli rettangoli hDg, qhg 1 , 
epperò qli=zhD. 

70. La sfera può concepirsi generala da un semicerchio che 
gira intorno ad un diametro qualunque con perfetta rivoluzione. 
Supponiamo ( Fig. 54 ) che il semicerchio AC A' giri intorno al 
diametro AA', ogni semiordinata qualunque Bm descriverà un cer- 
chio che crescerà o diminuirà come più la medesima si avvicinerà 
o si allontanerà dal centro Fi e il centro di questo cerchio sarà 
il punto m d’ incontro della predetta semiordinata col diametro 
ch’ò l’asse di rivoluzione. Adunque la sezione di un piano con 
una sfera è un cerchio, il quale sarà cerchio massimo se il piano 
segante passa per lo centro della sfera e sarà cerchio minore se 
passerà per ogni altro punto preso nell’asse della medesima. 

Adunque i centri di tult’i cerchi minori paralleli ad un cerchio 
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massimo saranno allogali nel diametro della sfera perpendicolare 
al dello cerchio massimo: e i punti estremi di questo diametro sa- 
ranno i poli (pag. 10) di tutti questi cerchi paralleli. Sicché la 
distanza del polo dal cerchio massimo è un quadrante, e qualun- 
que punto della circonferenza di un cerchio minore disia da un 
suo polo per un arco costante. 

Conoscendosi la perpendicolare Fnt=a abbassata dal centro della 
sfera a quello di un cerchio minore il cui raggio è mB'=r, essen- 
do R il raggio della sfera, sarà r=V/U — a*, onde a=V R* — r* 
darà la disianza a di un cerchio minore del centro della sfera , 
quando si conosce il raggio di entrambi. 

Un arco AB del cerchio che genera una sfera, genererà nella ri- 
voluzione intorno all’asse A A' una zona sferica ( pag. 10 ) la cui 
base unica sarà il cerchio di mB, e la cui altezza sarà Am. E l’ar- 
co BC genererà una zona a doppia base, una cioè il cerchio di CD, 
c l’altra il cerchio Bm; e l’altezza di questa zona mD distanza delle 
due predette basi. 

Dalla generazione dalla sfera segue che i cerchi massimi si se- 
gheranno tutti in un diametro: epperò se si prolungano due archi 
di cerchi massimi presi a piacere sulla superficie sferica, finché 
s’incontrano dall’ una e dall’altra parte, gli archi intercetti fra’ due 
punti d’incontro saranno semicirconferenze. 

71. ( Fig. 5i). Siano AB, BC due lati di un poligono rego- 
lare iscritto nel cerchio il cui raggio sia R: si tirino Bui, CD per- 
pendicolari al diametro AA! , e gli apotemi Fa, Fp de’ medesimi 
lati, e da p si tiri pE perpendicolare al diametro AA' . Se suppo- 
niamo che il semicerchio ACA', girando intorno ad AA! , descriva 
una sfera, e se il poligono iscritto si supponga presso al suo limite 
(p. 135 riga 1G), il lato AB descriverà una superficie conica a cui 
potrà sostituirsi la superficie dalla zona sferica generata dall’ ar- 
co AB; il lato BC descriverà la superficie di un tronco conico a 
cui potrà sostituirsi la superficie della zona a doppia base, generata 
dall’ arco ,BC. Ciò posto la superficie del cono generato dalla cor- 
ali 

da AB è eguale a 2«Bm.An (68), ( essendo An — p. 19 n.°21); 

li 

ma poiché è An Am — Fn ; Bm — 2«Fn I 2 «Bui ( per la si- 
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mìglianza de’ triangoli ABm, FnA, p. 36 n.° 43), sarà 
2«r Btn in An—2*Fn in Am; e poiché presso al limile la corda è 
rimpiazzala dall’arco, e l’apolema dal raggio del cerchio ( p. 134 
e 133, n.° 60); perciò, facendo Am— a , avremo 

Zona generata dall’arco AB—*ì«Bm in An=H«FA.Ani=3iRi(a...(\) 

Parimenle la superficie del cono tronco generalo dalla corda BC 
sarà BC.%«pE ( n.° prec.); ma pe’ triangoli simili CBh, FpE è 
BC I Bh—Fp * pE=H«Fp ; 'ìitpE ; sicché sarà BC in 
2 *pE=Bli in 2*Fp—niD in 2i <Fp. Presso al limite il prece- 
dente prodotto diviene, dopo di aver fatto mD=a' 

Zona generata dell’arco BC=2R«a l . . . (2) 

11 lato C1I parallelo al diametro descriverà una superficie cilin- 
drica 2* FI in DQ a cui, fatto DQ=a" presso al limile, si sosti- 
tuirà la zona generala dall’arco CII='ìinR.a" ... . (3) 

Continuando nello stesso modo e sommando l’ equazioni (1), (2) 
e (3) . . . si avrà 

Superficie sferica =2«r R(a -fa' + a" . . .)=2« , R.2R=4it , i? 1 . 

Adunque 1° la superficie della sfera è quadrupla del cerchio 
massimo; 2° la superficie di una zona qualunque (data dall’equa- 
zione (1) e (2) ) è eguale alla circonferenza del cerchio massimo 
moltiplicala per la sua altezza. 

Segue da ciò che dato il raggio mB l =r del cerchio clic fa di 
base alla zona generata da AB 1 , può trovarsi subito la sua altezza 
Am— a, faceindo Fra — VfC — r”; a=R — Fm. 

E se si conosce l’altezza Am— a di una zona, si determinerà su- 
bito il raggio delia base, cioè mB'—r, facendo Fm—R — a ; 

r=Vlt‘ — (A — a) 1 — \±iR—a\ 

Parimente se si conoscono i raggi mB'=r, BC—r 1 delle due 
basi della zona a doppia base , si determinerà facilmente la sua al- 
tezza mD=a facendo 

Fm~VlF—r\ FI)— VlC — r '., a=Frn—FD. 
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E conoscendosi Ani— a, AD— a', si determineranno facilmente 
i raggi DC‘=r', mB'=r facendosi 

r—mB* = V 2ait — a 2 ; r l =DC'=’V2a'R—a 

Siano due sfere i cui raggi sono r, r 7 , e siano S, S' le superficie 
sferiche relative, saia S l S'=Wr* ; Wr'*=r a * d 1 . Cioè le su- 
perfìcie sferiche sono come i quadrali de’ raggi. 

L’espressione della superficie sferica per mezzo del diametro D 
è S=«'Z>*. 

72. (Fig. 54). Se vogliamo paragonare la superficie AA'C'B'A 
di un fuso sferico- a quello della sfera, egli c chiaro che se siavi 
un fuso elementare a ossia l’unita elementare di fuso sferico, il cui 
angolo rappresenti l’elemento angolare, l’arco ^ misurerà que- 
sto angolo a 90° dal suo vertice (12 pag. 162). Supponiamo sulle 
prime commensurabile il fuso F e la superficie sferica Pi e sia 
F—ma $ P=na\ saia l’arco A che misura l’angolo del fuso F 
eguale a e la circonferenza =Rf : onde sarà 

l.° F ; P—mts ; na—m ; n; 2.° A l 360=m$ ; ny-ni J n; . 
onde F; P=A ; 360... (1) 

Se il fuso e la superficie sferica fossero incommensurabili sia 
F ; P=zm<j ; A ; 360=/n^ ; «t+gj sarà 

Fws + Fh—mPa} An\ + Ag =^rn^ . 360 . . . (2): 
ma h, g sono evanescenti al loro limile, cioè quando i$> e a si con- 
siderano infinitamente piccoli ; adunque l’ equazioni (2) diverranno 
Fna—mPa : An$=rn$. 360, le quali daranno 

F ; P=m : n; A ; 360 -=m ; n; epperò F ; V — 1 : 360 '. 

Adunque un fuso è alla superficie sferica come l’angolo del 
Juso è a 360°. 

73. Sappiamo che la superficie sferica comprende otto trian- 
goli trirettangoli ( n.* 12 e 47 ) ossia 4 cerchi massimi (71): sosti- 
tuendo 4 cerchi massimi per P nella proporzione F’.P—A', 360 ’, 
si avrà 

F— un cerchio massimo.— = *r'-— . . . (2). 
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E si sostituisce 2r«r a 300 , e «r 5 ai cercliio massimo , sara 


Wr* 

2r*r 


el=2M. . . (3). 


La forinola (2) ci dice che un fuso sferico è eguale a lanli cer- 


chi massimi quanto dinota il coefficiente 


A 

90 


: la forinola (3) dice 


che un fuso è eguale a tante unità quadrate quanto è il prodotto 
delle unità lineari contenute in 2 r per le unità lineari dell ’ an- 
golo A rettificato col raggio r ( 160 pag. 138 ). 

L’ equazioni (2) c (3) ci dicouo che due fusi appartenenti alla 
■stessa sfera sono fra loro come gli angoli che comprendono ; e 
l’equazione (3) ci dice che due fusi appartenenti a diverse sfere 
sono fra loro nella ragion composta de’ raggi e degli angoli, lì 
se hanno lo stesso angolo sono come i raggi ossia come le circon- 
ferenze de’ cerchi massimi delle sfere ( n.° 163 pag. 137 ). 

74. La superficie convessa del cilindro circoscritto colla sfera 
è 2nt , .2r=4«ir*=alJa superficie sferica. La superficie intera sarà 
0*r J : onde sup. ini. del cilindro circoscritto: sup. sferica = 3 ; 2. 

73. (Fig. 54). Circoscrivasi al cercliio generatore della superficie 
sferica il triangolo equilatero, e chiamisi a il lato del medesimo -, 
sarà a — L'I.—%'\T\ ( pag. 177 ) in cui r c il raggio del cer- 
chio. Quando il cerchio ha generato la sfera , la A'Lzzza ha ge- 
nerato la base del cono equilatero circoscritto alla sfera: questo 
cono avrà dunque per raggio della base ry'J, e per lato 2rY 3 : 
epperò la sua superficie convessa sarà (68) 2/vf / y , 3 . ìAj s—iòitr 1 , 
e l’intera sarà 6«r* +3«r‘*=9«r*. Adunque la superficie con- 
vessa del cono equilatero circoscritto alla sfera c alla superficie 
sferica come 3 a 2, ossia (74) come la superficie intera del cilindro 
circoscritto c alla superficie sferica. E la superficie intera del cono 
equilatero circoscritto alla sfera è alla superficie sferica o alla su- 
perficie convessa del cilindro circoscritto alla sfera come 9 a 4. 

76. ( Fig. 55 ). Sia AUC un triangolo sferico, e s’intendano 
prolungali , il lato AB in modo clic formi il cerchio ABA'B 1 , e i 
lati AC, BC in guisache vadano ad incontrarsi in 6', facendo il 
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fuso CBC'A'C; sarà ACA' = CA'C'=m ■' ( 70 $ uliiino ) ; 
B' CB' =CB'C' = ViO '- ì cppcrò AC=A'C', IIC— ìl C : ma c 
pure C— C' ; adunque sarà ACB=A' C'B' (31); cppcrò 

ACB + A'CB—A! CB + A' C'B' = CB C'A' C 

cioè due triangoli sferici costruiti su di un emisfero e che hanno 
un angolo opposto al vertice sono eguali al fuso che comprende 
lo stesso angolo. 

77. Consideriamo ( Fig. 55 ) nell’emisfero ABA' B'C un trian- 
golo sferico ACB; sarà BB = 180 (70), B,1Z?'=180, .1C1=180. 
La superficie dell’emisfero è eguale a 

A CB + B' CA> + AB C + BA' C: cppcrò sarà 

Snp. dell’emisfero + 2ABC—A CB + B< C i' -f fuso B ABB 
+ fuso A' ABA 1 ; 


cioè chiamando ts la superficie del triangolo sferico, c s;q>eiidosi 
che A CB A' CB' — fuso il etti angolo ò C( prec.); sarà (equa- 
zione (2) n.° 72 ) 

2«r 1 +2/s=fuso di A q- fuso di ÌJ+ fuso di C. . . (V) 


ABC 

= 1- «r 1 p «r 2 — ; cioè 

00 00 00 ’ 




«r* f A + B + C — 180 

!>(, ÓÒ 


E sostituendo nell’ equazione (k) il valore del fuso preso da (3) 
u.° 73; avremo 

ts—r(A B Ar C — rm ‘) • • • (G) 5 

della quale forinola si farà uso o rettificando A, B, C col rag- 
gio r, e moltiplicando r per la differenza indicala dal suo coeffi- 
ciente; o riducendo r* a 180", e rettificando col raggio r la diffe- 
renza A -f- B + C — 180 , e finalmente moltiplicando questa diffe- 
renza per r. 
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78. (Fig. 56). L’aja di un poligono sierico ABCDE può aversi 
facilmente risolvendolo in triangoli sferici. Infatti se adatteremo 
per l’aja del triangolo sferico la foratola (5) ( precedente ) cioè 


t,s ~ 


A+B+C — 180 
90 


J '5 dando agli angoli de’ triangoli 


ne’ quali il poligono predetto si risolve , le denominazioni delle let- 
tere che veggonsi nella figura , sarà 


« v* ( 


B + y 4 - 6—180 


90 






£ + *" + 5'_180y 
90 J’ 


V + Ó'+8— 180 


90 


cioc 


> 


Poligono sferico= [/! + JS + Cq-D-f/ì’... — (n — 2)180]... (7). 

Jà 


Servendoci poi della formola (6) (77) del triangolo sferico, cioè 
di l . s=r {A + B + C — r*) , avremo 


Poligono sferico =r[A-\-B -\-C D -\-E . . . — (n — 2)r«r] . . . (8). 


(*) 79. Passiamo a sporre le celebri formole della superficie del 
triangolo sferico, conosciute dagli analisti. A tal oggetto facciamo 

nella forinola (5) (77) 90° = 1 ( unita angolare ) , e — — = 1 

Jt 


( unita di superficie) essa diverrà l.s=A + B q- C — 2. . . (5). 
Questa foratola indica l’eccesso degli angoli di un triangolo sferico 
sopra due retti , quantità conosciuta sotto il nome di eccesso sfe- 
rico. Questa stessa forinola appartiene al triangolo sferico : ma in 
questo caso ha bisogno di una interpelrazione; cioè sia 
A+B + C=m° q-m"=2 q- m" (indicando l’eccesso sferico 
con in" ), sarà £.s— A q-5 q- C — 2 = in" , e poiché l’unità an- 
golare è 90° =324000", e l’unità di superficie è il semicerchio } 


perciò la formola £.s=«t f ', ripristinata darà £.$ = 


«r* m 
IT 324000 ' 
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Nello stesso modo la forinola (7) del poligono sferico potrà porsi 
sotto la forma 

r=A+B+C. . . — 2(«— 2)=2(u-2) +p''—2{n~2)=,j"; 
onde ripristinata sarà 

p—”* P 

2 32'r000’ 

80. Chiamisi a la superficie del triangolo sferico e *, (3, y i 
suoi angoli, la forinola (5) ( prcc.) cioè t.s — /I + B -J- C — 2 di- 
verrà 

9 *+? + V t ( A * + |3+y\ 

2 “ 2 1 = "~ (/ ^ ' e PP ero sai a 

<* . f. * + + y \ *+r ! + y 

2 V 2 J ° 2 


* 0 + y 

tang-d-tang— — 


< . * . i 3 + y 

1 tang — taug — - — 

or per le analogie di Ncpcro c ( 55 forinola A ) 

i + c 

H-y 2~ « 

, *" 6 — =— Mrc“ l 2 v 

cos — 

2 

sostituendo nella predetta equazione, sarà 


(pag.71 ): 


COt - — 

2 


x b -p e x b — c 

- c05 __ + co t_ cos _^_ 

l> + c b — c 

cos — - cos — - — 

2 2 


1 — cos* Z> + c 1 +cos* b — c 

■ cos — - — + cos — - — (70) 


sen* 


2 


SCO* 


b-\-c b — c 

cos — cos — - — ■ 

2 2 
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b-\-c b — c 

cos + cos k- cos o 

n 1 (.1 1 


( i — e i+e\ 

COS 7 cos — - — 1 

2 2 ; 


sena 


/ £ + c b — c\ 

f cos—- cos — - — I 

V 2 2 J 


he he b e 

cos — cos — + cosasen — sen — col — cot - + cos» 

2 1 2 2 2 2 


b e 

sen a sen — sen - 

2 2 


(»)• 


Questa forinola dà la superficie del triangolo sferico per 
mezzo di due lati del medesimo e dell’ angolo da esso compreso. 

81. Se vogliamo la slessa superficie per mezzo de’ lati del trian- 
golo sierico, riduciamo la forinola (1) per mezzo del valore di 

cosa— cosicose D „ x 

cosa= ( 1. n. 5): avremo 

sellasene 

b c cosa — cosicose 

cot — cot - + 

cr 2 2 sellasene 

cot - = 

2 sen a 

1-J-eosi 1 -[-cose cosa — cosi cos e 

seni sene seni sen e 1-pcosa-f cosi-f-cose . • 

= = z («)i 

seti» sen a seni sene 

... , ,, „ ... „ cosa — cosicose 

ma abbiamo dalla lormola ( 1 n. 80) cos*= — j 

seni sen e 

epperò 


sen 


sen iseu 4 c — (cosa — cosicose) 4 

a = 1 — cos 4 a = 1 — 

sen 4 i sen 4 e 


_ (sonisene + cosa — cosicose) (sonisene — cosa + cosicose) 

sen 4 isen 4 e 

_ (cosa — cos(i + c) ) (cos(i — e) — cosa) 
sen 4 isen 4 c 

a+i-f-c i+c — a „ a4-c — i a+i — e 

2sen sen . 2sen — sen — 

__ 2 2 2 2 

sen 4 i sen 4 c ’ 
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da cui si ha 

2 


V fit + i+c i+c — a a + c—b a4-i — c 

scn sen sen sen 


sena: 


seni sene 


sostituendo in ( 'h ) sarà 


s 

cot - = 


1 + cos a + cos b + cos c 


sen --- '— t — sen — — ^ sen — — „ sen 


•\-b-\-c i+c — a a + c — b a-\-b — c 

2 " 


■(*)i 


forinola che dà la superficie di un triangolo sfèrico in funzione 
de’ iati. Ma si può pervenire ad una forinola monomia per l’uso 
de’ logaritmi ed ecco come. Si elevi a quadrato la foratola (1) 
b c 

cot— cot— -J-cosa 

(j 2 à 

n.° 80, cioè cot.- = : si avrk 

1 2 sen » 

bobe .a 

cot - col * - + 2cot - cot - cos a + cos* — 

a 2 a li Js 2» 

cot*. 5 = ; ; 

2 sen* a 

epperò , aggiungendo 1 d’ ambe le parti e sostituendo 1 a 
cos* a + sen* a , sarà 

b c b c 

cot - cot* — 4- 2cot — cot - cos a + 1 

9 2 2 ~ 2 2 T 

1+cot' ; ; 

2 sen* a 


ma c 


sicché sarà 

1 


scn .- 


, * 
cos — 

a 2 1 

1 + cot - =1 = 

2 , or a 

se n 2 sen § 


b c _ b c 

cot’ — cot - + 2cot - cot -cosa + 1 
2 2 2 2 


sen’ a 


. .(JM). 


14 


Digitized by Google 



— 210 — 

Esaminiamo a parte a parte i termini clie formano il numera- 
tore del secondo membro; avremo 


i c 

cot’-cot 2 = 


b c b c 

cos* — cos — 1 — sen — 1 — sen 1 - 


b c 
sen' - sen - 


sen 2 - 


•“‘l 


b c 

1 — sen* - — sen* - 

■ b c 
sen* § sen 2 - 


+ 1 


epperò sara 


col'-cot* - + l = - 


Parimente abbiamo 


b c 

1 — sen 2 - — sen 1 — 


b c 
sen 1 -sen 2 - 


+ 2... (m). 


_ b c 

2cos - cos - (cos a — cos b cos c) 
he 2 2 

2cOt - COt - COS* = : 

2 2 l>c 

sen - sen - . seni sene 

là Jà 


b c 

2cos - cos - (cosa— cosi cose) 

2à 2à 

b c b b c c' 
sen - sen - . 2sen - cos - . 2sen - cos - 


cosa — cosi cos e 

1 c 
2sen 2 — sen — 

2 2 


1— 2sen*| — ^1 — asen'lj^l— 2sen 2 |j 


_ i c 
2sen 2 - sen 1 - 
2 2 

. b ,c n 

sen^^+sen* - — sen 1 - 

i c 
sen 1 -sen 1 - 


-2... {h), 


Digitized by Google 



— 211 — 

sostituendo ora nel numeratore dell’equazione (Hi) i valori di (ni) 

e (k) rispettivamente in luogo di cot* - coi* - + 1 e di 

2 2 t 

b c ' 

2cot -cot -cosa, l’equazione (M) si trasformerà nell’altra 


1 — sen* — 

2 


a b c 

seri - sen* — sen’ -sen* a 

2 « z 


, da cui si avra 


sen 


b c 

sen - sen - sen a 
a 2 2 


a 


cos 


sen 


^ c a \f a-{-b-\-c Zi-J-c — a a-4-c — b n + h— 

-sen- 2 Y sen „ sen sen-X_ sen-Z 


a 

cos — 

2 


2 

sen Z» sene 


serrani a' V sen sen ^±El sen f±f=5 sen I±Ef 


cos- 


2scn — cos — . 2sen — cos 

2 2 2 2 


cioè 


sen- 


V 


a + c z> 4-c- 

sen - sen 

2 2 


-n a+c — b a-i-b — c 

— sen — sen — ' 


d b e 
2cos - cos - cos - 
2 2 2 


( 3 ) 


eli’ è la forinola inonomia richiesta. 
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Si moltiplichino membro a membro le due equazioni (2p.209) 
e (3) si avrà 

a 1 + cosa + cosi + cose 


cos-=- 


a b c 

4cos — cos -cos — 

2t 2 a JL 




altra formolo semplicissima, comechè non monomia epperò non 
atta all’ applicazione de’ logaritmi , la quale dà la superfìcie del 
triangolo sferico per mezzo de’suoi lati. 

82. Ma di tulle le formule, la più elegante la più semplice e 
nel tempo stesso alta al calcolo logaritmico è la formola monomia 
data dal Lhuillier; a cui ecco come si può pervenire. Sostituendo 

a b 

nella formola (4) ( prec. ) 2cos* — — 1 a cosa, 2cos*- — 1 a cosi, 
c 

2cos’ - a cose, avremo riducendo 

„ CM 'Ì+ C0S, I + C0 S *Ì“1 

cos - = ; 

2 aie ’ 

2cos — cos — cos — 

2 2 2 


epperò sarà 


l~cos- = 


a 

1 2 * 


_ l* u c u u c 

2cos - cos - cos - — cos* - — cos -- — cos 1 - 4- 1 

2 2 2 2 2 


aie 
2cos — cos - cos - 
2 2 2 


dividendo membro a membro questa equazione per l’ altra (3) 
( prec. ) , sarà 

1 — cos ^ 

2 


a 

sen - 

2 

4 . n uic a b c 

a * T 2 cos - cos 2 cos g — cos* — — cos - — cos 1 - 




V a + i + e i+c — a a+c — i a 4- b — c 

sen — sen — sen — sen 
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a b ab 

1 — cos 1 - — cos* - + cos’ - cos* - — 
2 2 ~ 2 2 


a b a b *c c 

— cos*— cos — +2cos- cos -cos — — cos*— . 

2 2 2 2 2 2 


\ f~ 

o + i+c b + c — 

■ a a+c — b 

0 

1 

-Ci 

+ 

a 


2 2 

2 

2 

( 1 — 

^ IO? 
*• 

1 

*s 

\ ( a b 

cY 

•cos — I 

. \ 

I 2 

2/ 

\i ___ 

a + i + c £+c — 

a a-J-c — b 

a+b — c 


2 2 

2 

2 


a b f a b c\ 

seti’ — sen — — ( cos - cos - — cos — 1 

2 2 \ 2 2 2 J 

* 

V sen 

a+b+c b-+c — 

sen 

Gì CI 

■ a a + c — b 

— sen sen 

a + b — c 

Gì 


A ab c\ f a b ab 

1 2 + C ° S 2 C ° S 2 — C ° S 2 / ( *“ 2 ^ 2 — ' 005 2 C0S 2 + C< * 



b+c — a a+c — & 


+ £ + c — a \ / a+c — b 
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„ . . a+b + c , a + b+c ? 

Facciasi =f, sara = ~; eppero 

Z 4 2 


♦ 



facendo lo stesso per le altre espressioni simili , F equazione (IV) 
diverrà 


=v 


= V lan g • 


a + i+c b-\-c — a a-pc — b a-f-£-— c 


-tang 


4 


•tang 


•tang 


4 


...(5) 


eli' è la forinola del Lhuiller. 

83. Lagrangia ha dedotta dalla superficie del triangolo sferico 
a +/ 3 +y — 2 quella di un quadrilatero sferico, utilissima a deter- 
minare i quadrilateri sferici terrestri , quando si conoscono le lati- 
tudini e le longitudini de’quattro vertici di esso. 

Ecco ad un di presso la sua stessa dimostrazione. Abbiamo 
c=* 4 * j3 -J-y — 2. Suppongasi (Fig. 57 ) che il vertice x di que- 
sto triangolo cada sul polo terrestre, ed EQ sia l’equatore. Siano 
a, b, c i lati opposti rispettivamente agli angoli x, (?, y: s’inten- 
dano prolungati i lati b, c finché divengano quadranti , si avra al- 
lora un triangolo isoscele MxN ; in cui sara aM=90 ’=l, xN—i 5 
xMN— 1, xNM= 1, MN=X (12 p. 1G2): chiamando S la super- 
ficie di questo triangolo sferico, sara S= 2 + * — 2=a: epperò 

sara S — a= 2 — (j3 + y) - , cioè — 1 — ’ fi 11 ' 111 ** 


b 4-c 
cos — — — 

,aD 6 = co1 = ta,, 6 \ — Jir c ■ 1 * (*) ( P a 6- 191 (^) )• 

cos — —— 
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Chiamimi m, n rispettivamente i lati pM , yN del quadrilatero 
pUfNy, sarà b— 1 — n, c~\ — m, epperò -=1 — — j 
A — c /» — « . ... 

e — ~ — . Sostituendo questi valori in (>) si avrà 

2 Jà 


m + « 

,tMNi “““i - . 

“S— =— ^“«ì- 

cos 

2 

Similmente se facciamo DM—m', CN=n' , sarà 



le quantità m, n, m' , n' sono le latitudini respettive de’ vertici 
Pi Vi D , C ; ed * è la differenza delle longitudini di jS, y ; come 
pure di D, C : sicché , determinati i due quadrilateri p MNy 
DMNC , la loro differenza darà il quadrilatero pDCy. Ma ciò 
suppone che il meridiano di p sia identico a quello di D, e quello 
di y a quello di C. 

84. Volumi de 1 corpi considerati nella geometria solida. Sup- 
poniamo elevata, dal vertice dell’angolo di un poligono una per- 
pendicolare sul piano di esso ; e poi supponiamo che questo piano 
si muove parallelamente a se stesso, scorrendo lungo la detta per- 
pendicolare a cui si appoggia col predetto angolo, e che finalmente 
si arresti ad un qualunque punto della medesima, si concepirà cosi 
facilmente la generazione del prisma retto a base qualunque. E se 
la detta perpendicolare s’inclini al piano del poligono a piacere, e 
questo piano s’ immagini muoversi parallelamente a se stesso in 
modo che il vertice dell’angolo su cui cade la predetta obbliqua 
resti sempre sull’ obbliqua medesima, il detto piano descriverà cosi 
un prisma obbliquo a base qualunque. 

Segue dalla connata generazione del prisma eli’ esso è piena- 
mente determinalo dalla sua base c dalla sua altezza. Epperò di- 
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remo che un prisma è funzione della base e deli altezza. Chia- 
miamo P il primo, b la base ed a l’altezza, dovrà aver luogo una 
di queste equazioni 

P=fa+fh...{ 1); i’=|oP=|...(2) i P=fafb... (3) [a). 

La prima espressione è contradetta dal principio degli omoge- 
nei ; poiché , dovendo reggere la funzione per qualunque valore 
di a e di b, facendo o=0 , sarà P=fb , e fatto b= 0 , sarà 
P=fa, amendue assurdi, perchè nel primo caso il prisma che 
ha tre dimensioni sarebbe funzione di due dimensioni , e nel secon- 

/a fb 

do caso di una. La forma P— — o P= — è parimente in op- 

Jb Ja 

posizione al principio degli omogenei , e d’altronde fatto a o &= 0 
sarebbe P—0 o pure P— oo. Adunque la forma conveniente alla 
funzione che dee rappresentare il prisma è Pzzzfafb. 

Per determinare questa funzione osserviamo che essa dà 

p p 

fazzz — ; fb— — \ la prima ci dice che fa è di una sola dimen- 
J J 

sione, perchè P è di tre e fb di due: la seconda dice che fb è di 
due dimensioni : sicché potremo fare fa=zma , fb=:nb in cui 
m, n sono numeri; ed allora avremo P—fcfb— ma. nb, ma nella 
formazione del prisma, l’a e la b entrano ciascheduna una sola 
volta; adunque sarà m= 1, n=l; epperò P—ab. Cioè il volu- 
me di un prisma è eguale al prodotto della sua base per la sua 
altezza. 

Questa enunciazione è inesatta poiché il prodotto di una retta 
per una superficie è un’espressione che non ha alcuna significa- 
zione. Per raddrizzarla supponiamo che siavi un altro parallelepi- 
pedo P' la cui base sia V e al l’altezza, e che sia a— ma' , 
b—nb' (b) ; sarà P' = a' b 1 ; epperò 


P : P'=zb.a=b'.a'. 


zma'.nb' * V ,a'=m.n l 1= % . — \ l: 

af b' 


(а) Vedi la nota (a) pag. 102. 

(б) Il caso di a, b incommensurabile con a 1 , b> è compreso in questo ra- 
gionamento, come può osservarsi pag. ìoo n.° 47 2.* parte. 
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a'= 1 ( unita lineare ) , b'=V ( unita quadrata ) , sarà P' = 
all’unita cubica che chiameremo c’, ed in tal caso la relazione (1) 
a b , 

dar'a P — c*.— . — = c 3 . ab. Cioè il prisma è eguale a tante 


unità cubiche quanto è il prodotto delle unità lineari che con- 
tiene la sua altezza per le unità quadrate che si contengono nella 
sua base. 


Sicché un prisma obbliquo può trasformarsi in un prisma retto 
equivalente che abbia la stessa base e altezza. 

85. Quindi se due prismi P, P' hanno per rispettive basi e al- 
tezze b, a; b', a '} sara P P'—b.a l b' .a'; e se le basi sono eguali 
sara P l P'— a \ a' , e se eguali sono le altezze sa rii P * P'—b ‘ b' . 
Adunque le unità cubiche che sono in due prismi sono fra loro co- 
me i rispettivi prodotti delle unità quadrate delle loro basi per 
le unità lineari delle loro altezze: e se hanno le stesse basi sa- 


ranno fra loro come le unità lineari delle loro altezze, e se han- 
no la stess’ altezza saranno fra loro come le unità quadrate delle 
loro basi. 


86. Siano c, g , fh, p. . . i Iati della base b di un prisma, e a 
l’altezza del medesimo; sarà b—mc 1 ( pag. 107 ). Supponiamo 


noto il rapporto — , che chiameremo n, avremo a=/tc, epperò 

P=ab—nc.nw 1 =mnc*=pc i ; e poichò quando è dato il prisma 
c dato m, n epperò p: adunque ogni prisma potrà esser rappre- 
sentato dal cubo di uno de’ suoi lati moltiplicato per un coeffi- 
ciente costante. 

87. Siano due prismi P, P' ; c i lati delle loro rispettive basi 
b, b' siano c, g, e,f, h. . ., d, g 1 . . . e fra le loro rispettive al- 
tezze e fra i lati delle basi siavi il rapporto a a'=c ; d—g \ g'...; 
sarà ad —ale ec. : epperò avremo b—mc 1 } b'—m'c 11 ( p. 107 ); 

a' a 

e a—c— ; a'—c'—. Quindi sarà 
d c 
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a 1 a . . 

P l P 1 — b . a \ V .a! — ni — c 3 l m! — c ò \ ma è per ipotesi 

c 1 c 

CL Cìf 

- = adunque sarà P P f =mc s l m , c ,i =ma ì l tu' a n . Adunque 
c c 

se i lati delle basi di due prismi sono proporzionali, e le altezze 
de’ prismi sono come due lati omologhi delle basi, i sudelli pris- 
mi saranno come i cubi di questi stessi lati o come i cubi delle 
altezze moltiplicati rispettivamente per un coefficiente costante. 

Supponiamo ora simili le basi b, V , sarà m—m' ( pag. 108); 
sicché sarà P * P'=.c i l c JS =za i ; a'" 3 . Cioè due prismi che han- 
no le basi simili, e le altezze come due lati omologhi delle basi, 
sono fra loro come i cubi di due lati omologhi delle basi medesi- 
me, o come i cubi delle loro altezze. 

Due prismi si dicono simili quando sono simili le basi e i pa- 
rallelogrammi laterali. Or in questo caso le altezze sono come i 
lati de’ parallelogrammi, e ne’ prismi rettangoli gli stessi lati sono 
le altezze ; epperò in amendue i casi le altezze sono come due lati 
omologhi delle basi. Adunque i prismi simili sono come i cubi di 
due lati omologhi, o delle loro altezze. 

Tult’i teoremi quassù enunciati pel prisma hanno luogo pe’pa- 
rallelepipcdi che sono de’ prismi di data condizione. 

88. S’intenda iscritto nella base di un cilindro retto un poligono 
che si considera giunto al suo limite, e da’ vertici degli angoli di 
questo s’intendano innalzale delle perpendicolari sulla base e que- 
ste prolungate fino alla base superiore del cilindro : in questo caso, 
la base del cilindro differirà da quella del prisma per una gran- 
dezza inassegnabile, e potrà al prisma sostituirsi il cilindro. Quindi 
chiamando r il raggio della base del cilindro, e a l’altezza, sarà 

- CiJindro=«T’ . a. 

Epperò se C, C' sono due cilindri retti e r, r 1 i rispettivi raggi 
delle basi, ed a, a 1 le altezze, sarà C l C’—r' .a * d* .a' , e se 
a— a! ; C ; C'—r 3 ; d 1 , e se r = r, C * C 1 —a I a' •, e se è 
« l a' —r=zd , ossia se i cilindri sono simili, sarà 

C : C'e=r 3 : r' 5 =a s l a' 3 . 
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89. Sianvi due cilindri C , C' la cui superficie sia identica a 
quella di un rettangolo i cui Iati si suppongono essere a, a': e sup- 
pongasi il predetto rettangolo avvolto circolarmente in modo che 
il cilindro C abbia a per circonferenza e d per altezza; e all’op- 
posto sia d la circonferenza della base di C 1 e a l’altezza-, chia- 
mando r, r 1 i rispettivi raggi delle basi de’predetti cilindri; sarà, 


dietro di questa ipotesi, 2r«r=a; onde r= — ; e pel secondo 

d do! d'a 

r'—-—. Quindi avremo C = «r % a! = — — : C 1 — - — : onde 
2if W 


sarà C * C'—a ’ a '. Siccliò le solidità di due cilindri la cui su- 
perfìcie è quanto quella di un rettangolo piegato circolarmente or 
per un lato a, or per V altro a', sono fra loro come i lati dello 
stesso rettangolo piegato circolarmente. 

Se nel caso precedente è a—nd ; sarà C l C'—n 1. Per es. 
se n=2, ossia se si prenda un foglio di latta di figura rettangolare 
in modo che un lato sia doppio di un altro, il vóto cilindrico che 
si otterrà piegando eircolarmente il Iato piu lungo sarà doppio del- 
l’ altro che nasce allorché il lato più corto ravvolgesi in circonfe- 
renza circolare. 

90. Non sia identica la superficie de’ due cilindri C , C' ; ma 
abbiano essi superficie equivalente; ossia supponendo r, r 1 i raggi 
delle loro basi e a, a' le loro altezze, sia 2r«a — 2x i «d, sarà 
r l r 1 = a 1 l a. 1 loro rispettivi volumi saranno C = seda , 
C' =*r ,1 d ; onde sarà 

c : c'={r 1 : /*)(« : d)—^ 7 : <*’)(« : d)=d ; a=r : h. 

Cioè i volumi di due cilindri di superficie equivalente sono in ra- 
gion inversa dalle loro altezze, o nella ragion de’ raggi delle basi. 

91. Siano a, a' le altezze e r, r 1 i raggi delle basi di due cilin- 
dri C, C' : sarà C—itda, C* — itr'*d . Supponiamo C—C' cioè 
r’fl=r'V; epperò r * r'=\a' m . y a. determiniamo la su|>erfi- 
cie S, S r di questi cilindri; sarà S— ''Ir sta , S'—’ìdsta'; cp- 
pcrò 5 : S' = (d: d) (r : r') cioè S l 5' = a\d \ d\fa = 
V«.V«V«' .* Vd.\d\a=:\a ; Va'. 
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Cioè le superficie convesse di due cilindri eguali in un volume 
sono in ragion delle radici quadrale delle loro altezze. 

92. (Fig. 58). Sia AEBF , GDAC un parallelepipedo: si ti- 
rino le diagonali AB, CD alle basi AEBF, CUDS; queste dia- 
gonali congiungeranno i lati AC, BD i quali essendo eguali e pa- 
ralleli formeranno il parallelogrammo ABDC ( 48 pag. 40) nel 
quale, come alla pag. 52 n.° 58, si dimostrerà che le diagonali 
AD, CB si taglieranno per metà in 0. Parimenti tirate le diago- 
nali E A, /JS alle stesse basi, la figura EFGA sarà uu parallelo- 
grammo , nel quale le diagonali FH, ES si divideranno per metà 
in un certo punto: or FU, AD come diagonali del parallelogram- 
mo AUDF si dividono pure per meta in un punto e la metà di 
AD è 0: adunque anche 0 sara la meta di FU , epperò di ES. 
Sicché esiste un punto preso dentro il volume di ogni parallele- 
pipedo, per lo quale passano le diagonali del medesimo, e in esso 
si dividono per metà. 

Questo punto dicesi perciò centro del parallelepipedo. 

93. ( Fig. 58 ). Sia AUDF un cubo il cui lato AF sia a, sarà 
AB*— Ha* ; epperò chiamando 8 la diagonale AD di tal cubo, si 
avrà S' l ==.AD'‘=AB*A-AC ì =iia* ì onde $=a\3. S’intenda dal 
centro 0 del cubo abbassata una perpendicolare Orn su di una fac- 
cia IICGD del cubo : questa perpendicolare cadrà sul centro del 
quadrato ; onde sarà 

v 4 2 v 4 4 2 


Ciò posto il cubo è la somma di 6 piramidi che hanno il loro ver- 
tice al suo centro e per basi le sei facce del medesimo; e queste 
piramidi, essendo una certa funzione della base ed altezza, saranno 
eguali, ma l’espressione del cubo di a è a s ; adunque chiamando p 
una delle predelle piramidi, sarà 6 p=a i =a* .a . . . (1). L’altezza 


di ciascheduna di queste piramidi è — che pongasi eguale ad a' ; 

li 


ci a, 

epperò facciasi in (1) 2a'=a, avremo p—a ' .- =«’ . — . Cioè 

0 o 
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la piramide che ha per base un quadrato a * ed a' per altezza è 
eguale a tante unità cubiche quanto è il prodotto delle unità qua- 
drate che si contengono nella sua base pel terso delle unità li- 
neari che comprende l’ allessa. 

Intendasi il quadralo che serve di base alla predetta pira- 
mide trasformato in triangolo o in un poligono qualunque equi- 
valente , una piramide qualunque sarà eguale alla sua base mol- 
tiplicala pel terso della sua allessa. 

9'». Suppongasi un cono limile di una piramide iscritta in esso, 
e sia r il raggio della base del cono , e a la sua altezza , avremo 

a 

"Volume del cono = «r*.-. 

o 

Epperò se C, C' sono due coni che hanno rispettivamente a, a' 
per altezze er,r* per raggi delle basi , sara C ; C'=r % .a * r'* .a 1 ; 
e se e a— a 1 , C l C 1 = r’ ; r 7 * , e se le basi sono eguali , sarà 
C ; C'=a J a'. E se i coni sono simili, cioè se è a \ a'=r ; r 1 , 
sara C l C'={r * : r '*)(r : rO=r s : i JS =a i l o» s . 

95. Taglisi il cono BAD H con un piano qsp parallelo alla base; 
chiamisi A l’altezza del cono intero, a quella del cono superiore 
Apsq : sia R il raggio CD della base del cono intero , r quello 
della base del cono tagliato ; sarà 

Tronco conico = — (/IR* — or*) 

«J 

= ^(j4R’ — ar* -{-Ar'—Ar* -{-ARr — ARr) (/i) 

U 

ma è R ; r=A ; a, da cui si ha Arr=aR, epperò — Ar 2 =z — aRr 
c — ARr=:—aR Sostituendo questi valori in (A), si avra 

Tronco conico — % ( AR * — ar’ +Ar*— aRr + ARr— aR’) 
o 

= (drf J (*R* +«■* +«Rr)=« (*' +r' + Rr). 

Cioè il volume di un tronco di cono segato da un piano jxtral- 
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Irlo alla base è eguale a tante unità cubiche (pianto è il prodotto 
di due fattori, de’ quali uno è il terzo della sua altezza, e l’al- 
tro è la somma del cerchio della base inferiore , del cerchio della 
base supcriore, e del cerchio medio proporzionale fra queste basi. 

96. Suppongasi che il predetto tronco di cono sia limite del 
tronco piramidale iscritto in esso, la cui altezza sia a 1 ; chiamisi B 
la base inferiore della piramide e b la superiore, sarà B—seR 2 , 
b=z«r*, e \Bb=«Rr;e quindi traducendo la formolo del tronco 
conico ( prec. ), sarà 

a r 

Tronco piramidale =(/? + £ + \ BV) - $ 

o 

ma yBb ò la media proporzionale fra B , A e la base di questa pi- 
ramide può trasformarsi in un poligono di un numerò finito di lati. 
Adunque se una piramide a base qualunque si taglia con un pia- 
no parallelo alla base , il volume del tronco piramidale sarà 
eguale al prodotto del terzo della sua altezza per la somma della 
sua base inferiore, della base superiore e della media proporzio- 
nale fra esse. 

97. Abbiano due coni retti C , C' eguale superficie, e siano r, r 1 
i rispettivi raggi dalle loro basi , e /, l ' i lati di essi, sarà «’rl=*r l l l ; 
epperò l ; l' = d * r. L’ espressione de’rispettivi volumi di questi 

. _ «r’a «r l2 a l 

coni sara 6 = - ■ ; C'— — - — ; eppero 

U > O 

C — C' — (r 2 l r' 3 )(o o')=(/ ,J ; ì l )(a * a'): suppongasi che sia 

l : V=a : a', sarà C l C'=l'\l ; l\r=l> : l=a' l a—r ; r>. 

Cioè i coni la cui superficie è eguale, e che di piu hanno i lati 
come le altezze avranno i volumi in ragion reciproca di lati o 
delle altezze, o in ragion diretta de’ raggi delle basi. 

98. Siano due coni C, C 1 di egual volume, sarà «r 2 a=.*r ,t a r ; 

epperò r’, d—^a 1 ; \a: chiamo S, S 1 la superficie di questi 
coni rispettivamente e 1,1' i loro lati, sarà S=«rl, S'zxzxr'P; onde 
si avrà S ! S>z=z(r ; d)(l : l')=(^/a l l \ a){l : /'); e nell’ ipotesi di 
a ; a'=l l l', sarà S l S'=(o l a')(\ a' ; \Za)=za\a' l a'\a= 
V« : V“ ,== V^ I ; r. Cioè due coni eguali in volume e 
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che di piti hanno le altezze come i lati, avranno le superfìcie co- 
me le radici delle altezze o de’ lati, o in ragion reciproca de’ raggi. 

99. (Fig. 54 ). Se suppongasi che un piano LA'K sia perpendi- 
colare al raggio A! all’estremità A 1 del medesimo, e se suppongasi 
tirata un’altra retta FP dal centro F sullo stesso piano c congiunta 
la A'P, sarà FA'z=FPcos PFA 1 : epperò FA' < FP : adunque 
ogni altro punto di questo piano diverso da A 1 sarà fuori della sfe- 
ra: epperò questo piano dicesi tangente alla sfera. Supponiamo ora 
che un piano parallelo ad LA'K seghi la sfera e che questo si muo- 
va parallelamente a se stesso avvicinandosi al piano tangente, la 
zona del segmento tagliato dal predetto piano, presso al suo limi- 
te A! diverrà evanescente; chiamo p questa zona elementare ed a la 
sua altezza; e supponiamo la detta zona base di un settore sferico 
la cui altezza è il raggio r della sfera ; questo settore elementare 
potrà supporsi eguale al cono c la cui base è anche l’elemento p 
della superficie sferica e la cui altezza è r; sarà perciò 
r 2 

c=p -= — «[r*s (71). Sia ora la zona finita Azzznp, sarà 
o «5 

A =np=2r«r.ns. Epperò chiamando S il settore che ha A per 
, r 2r’ 

base, sarà S=A -=—-*«£. Supponiamo che la zona cresca fi- 

u O 

no a divenire l’emisfero, sarà allora ns—r -, epperò 

2 

emisfero = - *r 3 ; e quindi si avrà , facendo anche 2 , 

Ó 

Volume della sfera = — «r 3 = — - 
ó O 

2 

Volume del settore la cui altezza è a= — irr*a. 

Ó 

Quindi se r, r 1 sono i raggi di due sfere S, S 1 , sarà 
S l S'=r* l r* 3 : e se A , A' indicano due settori, secondoclic essi 
appartengono a sfere diseguali ed hanno differente altezza, o ap- 
partengono alla stessa sfera con altezze diseguali , e a differenti sfere 
con altezze eguali; sarà rispettivamente 


A ; A'zszr'a ; r lt a'i A l A’ —a la' j A * f'=r* I r". 
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ioo. (Fig. 54). Sia il segmento BAS'm la cui altezza Am sia a ; 
sia r il raggio della sfera, epperò Fmzzzr — a, sarà 

mB*=Am.mA'—a(2r — a)=(2ar— a’). Ciò posto si ha 

Segmento sierico ad una base ABB'n'— Settore sferico ABFn'B 1 

2 * 

— cono BFn'm = - «Fa — - (r — a) (2ra — a’) ( prec. ) = 
o a 


^ (2ar*— 2ar* +2a’r«i-a*r-- a 3 ) = ~ (3 a’r — a z )=z«a? 
3 o 



Cioè il segmento sferico ad una base è eguale ad un cilindro 
di cui il cerchio della base lui per raggio l’ altezza del segmento , 
e V altezza di esso cilindro è la differenza fra il raggio della 
sfera e’I terzo dell’altezza del segmento. 


Se facciamo AD=a', sarà Segmento ACC'D=«a' i 



Epperò si avrà 


Segmento BCC l B'=ACC'D-ABB'M=«r{a ,, -a')- - (a /3 ~a s ) 

o 


— o ( a> — a ) L^ r ( af •i■t^)'—(a ,^ +aa , +a , )]. 
o 

101. Sia BhB' un cerchio minore e si unisca il centro F del- 
la sfera col centro m del cerchio minore , l’ equazione cardinale 
( I pag. 18) applicata a’ triangoli FmB, FmB' sotto la condizione 
FB—FB', mB—mB', darà 

FmsszFBcosmFB+mBcosFmB} Fm=FBcosmFB'+inBcosFmB' . 

La differenza dà 

FB (cos mFB — cosmFB') —mB (cos FmB — cos FmB ') — 0 ; 

quindi sarà cosmFB — cosmFB'=0] cos FmB — cos FmB' =0-, 
cioè mFB=mFB r , e FmB— FmB 1 •, epperò sarà Fm' perpendi- 
colare a BmB' ( 25 pag. 21 ) ; e dimostrandosi parimente Fm per- 
pendicolare ad ogni altro diametro di BkB' sarà Fm perpendico- 
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lare al cerchio minore BEB'. Adunque ogni diametro della sfera 
che passa pel centro di un cerchio minore è perpendicolare al 
piano di questo (a). 

102. Intendasi circoscritto al triangolo sferico i cui lati sono ri- 
spettivamente a, h, c un cerchio; chiamando a 1 , V, <? le rispetti- 
ve corde di a, b, c, sarà a>= 2sen£; £'=2sen^; d=2sen^ 

2 2 2 » 

( n.° 96 pag. 93 ). Epperò il raggio del cerchio circoscritto al pre- 
ù!b'd 

detto triangolo sarà r— — — - ( n.° 131 pag. 114) in cui S dinota 

la superficie del triangolo i cui lati sono le corde a! ,U ,d: e so- 
stituendo ad a', V , d i rispettivi loro valori, e il valore di hS 
(pag. 114), si avrà 

a b c 
osen - sen - sen - 
2 2 2 


V 


c \ / a b c\ 

-J2^sen- + s en--sen-j 

-fa c b\ f b c a\ 

2 f ^2 + sen 2~ s en 2 J 2 ( +sen 2~ Sen 2/ 


/ a b 
( sen 2 +SeD 2 +Se “‘ 


Il denominatore di questo fratto può mettersi sotto la seguente 
forma 

32sen*^sen* ^ + 32sen* ^ sen* ^ + 32sen* ^sen*^ j ‘ 

2 2 2 2 2 2 1 

— 16sen 4 ^ — 16sen 4 ^ — 16sen* ^ 

2 2 2 

8.2sen* ^.2sen*- +8.2sen*-.2sen*— +8.2sen*-.2sen’^ 

2 2 2 2 2 2 

a a b b c c i 

— 4.2sen a — .2sen*- — -4.2sen* — .2sen* — — 4.2sen* — .2sen’— ' 

2 2 2 2 2 2 

8r ( 1 — cos d) ( 1— cos b) -f(l— cos a) (1 — cos c) +( 1 — cos b) (1 — cose) 1 ÌJ. 
— 4[(1— cosa)*+(l— cosZ-)*+(l— cose)*] 


(a) 11 teorema riga ultima pag. 200 può essere una conseguenza di questo. 

15 

1 
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_(8[t — cosa— cosi— cose 4-cosacosi + cosa cose 4- cos i cos e ] li 
"I +Hi — cos* a — cos 5 b — cos 1 e) ) 

{ 8[lcosa — cosi — cose + cos a cosi + cos a cos e cosi cos e] li 

— 8cosflcosicosc + 4 — 4 cos*a — 4 cos*i— 4 cos*e 4-8cosacosicosc ) 

.(8(1 — cosa)(l— cosi)(l— cose) 4 - 4 ( 1 — cos’i)(l— cos’c) 1 ~ 

1 — 4 (cosa— cosicosc)* f 

= ^ 8 ( 1 — cosa)(l—cosi)(l—cose) 4 - 4 [sen*isen*o— (cosa — cosicosc)*]^ 1 ..(e) 

ma è 

sen’isen’e — (coso— -cosicosc)* 

ss (sen i sen e 4- cos a — cos i cos e) (sen i scn e — cos a 4. cos i cos e) 

ss (cos a — cos (i 4- e) (cos (i — e) —cos a) 

a+b + c b+c—a _ o4-i — e a+c — i 

' =2sen sen . 2sen . sen , 

2 2 2 2 

sostituendo in (e) e riducendo così il denominatore di r si avrà 

aie 

Ssen-sen-sen- 


'V 


8(1 — cosa)(l— cosi)(l — cose) 4- 


a4-i+c i 4-e — a a-l-i — e a4-c — i 

16sen sen sen - sen - 


„ . . rc+c — i 

Facciasi sen . sen 


2 

i 4-c — a 
2 • 


2 ™ 2 
1 • • » (p) j sara 


aie 
8sen — sen — sen - 
2 2 2 


W — cosa)(l — cosi)(l — cose) 4- ÌG** 

aie 
8sen - sen - sen — 

2 2 2 


V». 


2sen* ^.2sen*^.2sen*^4*16f * 
2 2 2 
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« b c 



Dal centro della sfera si tiri il raggio al centro del cerchio circo- 
scritto al triangolo sferico i cni lati sono a, b, c; questo raggio 
sara perpendicolare al piano del predetto cerchio (pag. 124, 101) 
e’1 suo estremo sarà polo del medesimo. 

Facendo passare un cerchio massimo perpendicolare al piano 
del cerchio minore predetto, Parco del cerchio massimo inter- 
cetto fra il polo medesimo e’1 cerchio minore avrà r per seno, e 
la perpendicolare p tirata dal centro della sfera al centro del cer- 
chio minore sarà coseno di f. Epperò avremo 



quindi sarà 

2 * 

p~COS«l = 
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da cui sì ha 


_ a b c senasenisenc 

2tangn>cos - cos - ■ cos - ■ = — ; 


sena seni sene 


2\ sen 


a+i-j-c i + c — a a + i— c a+e — b 


(III) 


■ sen 


sen 


2 ” 2 2 
Ciò posto abbiamo ( pag. 158 (I) ) 


sen- 


cosa: 


cosa— -cosi cose 
seni sene 


onde sarh 

— y sen’isen’ c— (cosa— cosicosc)’ 

scn*= vl—COS 1 *— ; ss 

senisene 

V (cosa— cos(i +c) (cos(i— c) — cosa) 
senisene 

* / a + i + c i+c — a a +c — i a + i — c 

2 \ sen sen — sen — sen - 


2 


2 


senisene 

paragonando questa equazione alla (III) sarà 


senasenisene sena 


2 * 


sen* 


(IV). 


Chiamiamo t 1 la superficie del triangolo i cui lati sono 
n r =2sen^ i's=2scn|; e , =2sen|; sara (pag. 114, (i)) 
a aic aic 

a>l'c> 2seD 2 Sen 2 Sen 2 2500 2 56,1 2 ^2 

i '=—. — — = : 

*r r seiif 

epperò la piramide triangolare P che ha il triangolo i' per base e 
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per vertice il centro della sfera , cioè p= cos* per altezza , sarà 
data da 


*'cOS<p _ 


a b c 

zsen-setj- sen- 

2 2 2 


3 


-colf: 


_ a b e 
2sen — sen — sen — 
2 2 2 


3taog? 


a b c 
, 12* cos - cos - cos - 

n a b c 2 2 2 

=2sen— sen— sen- . : 

2 2 2 sen a seni sene 


a b c 
2sen^sen- sen - . 


a b c 

12* cos - cos- cos - 
2 2 2 


a u. b b c c 

2sen - cos - 2sen - cos -2sen— cos — 

2 2 2 2 2 2 


* 

: 3 


dunque la * indica il prisma della stessa base ed altezza della pi- 
ramide P ( 93 pag. 220 ) 5 epperò il volume P della predetta pi- 
ramide saia espresso ( equaz. p pag. 226 ) , da 

. 1 \/ a + b + c b +c — a a + c — b a + b — c 

= ó V sen 5 sen— s sen sen ... (V) 


in cui a, b, c sono rispettivamente gli angoli piani che formano 
l’angolo solido posto al centro della sfera ( n.° 3 pag. 156 ). 

La stessa piramide potrà avere anche la seguente semplicissima 
espressione dedotta dall’equazione (IV) 

n * senisencsen* senasencsen^S seuaseniseny 

P— _ = - c 6 

eh’ è data per due angoli piani e per l’angolo diedro contenuto 
da’ piani di questi angoli. 

Abbiamo veduto ( 133 pag. 110 ) che, chiamando * la super- 
ficie di un triangolo rettilineo i cui lati sono a, b, c, è 

ai sen (a, i) oc sen (et, c) bcsen(b,c) 


ma è 


2 2 2 

scnisencsen* seni sene sen (A, c) 


ec. 
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e * il simbolo del prisma triangolare la cui base è il triangolo che 
ha per lati le corde di a, b, c; adunque vi è un’analogia di for- 
ma fra l’espressione del triangolo dato per due lati e l’angolo com- 
preso e quella del prisma triangolare la cui base ha per lati le cor- 
de de’ lati di un triangolo sferico, essendo il detto prisma dato per 
mezzo di due lati del triangolo sferico predetto e dell’angolo da 
essi compreso. 

2 * 

Essendo (VI) seny= -, se da fl s’intende abbassato un 

sena seno 


arco normale sopra b, chiamando 6 quest’arco, sara 

2 i 

sen0=senaseny (li pag. 159) = — - (VII), espressione 

seri o 


elegante della perpendicolare abbassata nel triangolo sferico dal ver- 
tico p nel lato opposto b. Le perpendicolari abbassate da’ vertici 
degli angoli a, y sopra a, c rispettivamente sono espresse da 
2 * 2 ¥ 

, . E poiché le perpendicolari nel triangolo rettilineo ab- 

seua sene 


bassate su di b, su di a e su di c da’verlici degli angoli opposti , 
essendo i 1 la superficie del triangolo , sono rispettivamente 
2$/ 2f' 

, — — -, , si vede che anche in queste perpendicolari esiste 

a b c 


un’analogia di forma ne’ triangoli rettilinei e negli sferici. 
Liquazioni quassù recate 


sen0= 


2 * 
seab ’ 


2 * 2 * 

senó' = : sen6''= danno 

sena sene 


n f senAsenfl senasenfl' sencsend" 

g- g = g 

Elegantissima espressione della piramide che ha per base il 
triangolo fatto dalle corde degli archi a, b, c di un triangolo sfe- 
rico e che ha il suo vertice al centro della sfera. 

Tutte queste formole sono dell’immortale Lagrangia; ma egli le 
ottiene per un cammino più lungo, e di fatti supponendo p, q, r 
tre lati del tetraedro, ed a l’angolo fatto da p, q, il triangolo i cui 
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. - , Ptfsenf», a) pq sen a 

lati sono p, q sara = — - — . Or se dall’estremo r 

2i 2 

s’intende abbassata la perpendicolare P' sul piano (p, q), la pira- 
P'pq sen a 

mide P sarà espressa da — ; ma se l’angolo di (r, pq)—b 

, , pqrscnasenft 

e P 1 =zrscnò, sostituendo sara P= , la quale for- 

• , . « senasend . 

mola diviene P— nell’ipotesi di p=l, q—i , r=l • 

•f senasend . 2 * . 

cioè — = , da cui si ha sen 6= , formule menti- 

3 b sena 

che a quelle che noi abbiamo ottenuto per un cammino più breve. 

senasend 

Essendo =77» sara 

0 o 

pqrsen a sen 6 pi jrt 

6 3 ~ = 

par \ / a + b+c b+c — a a + c — b a-\-b — c 

\fsen ~ ^ 5 sen sen 


formola semplicissima del volume di una piramide che ha per co- 
stole p, q, r, le quali formano degli angoli piani a = (p, #7) , 
c=s(q,r). . 


FINE. 
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Tangenti , cotangenti , seganti , coseganii degli archi 

45°, 90°, 180 ° , 270°, 360° 31 e 32 

Alcune trasformazioni delle linee trigonometriche. 32 

Teorica delle parallele * 50 pag. 42 36 a 40 

Condizioni perchè un quadrilatero sia parallelogrammo. 40 e 41 
Proprietà di parallelogrammipag. 42} e ni 58, 59, 61, 62. 

Rette che tiransi fra due lati di un triangolo parallele 

al terzo lato 43 e 44 

Relazioni fra ’ lati di un triangolo e gli angoli opposti. 44 e 45 
Perpendicolare ed obblique che tiranti da un punto su 

di una retta 45 a 48 

Relazioni trigonometriche fra’ lati e gli angoli acuti di 

un triangolo rettangolo . . . 48 

Relazioni che nascono quando dal vertice dell’ angolo 
retto di un triangolo rettangolo si abbassa la perpen- 
dicolare sul lato opposto « • 49 

1 seni degli angoli di un triangolo rettilineo sono come 

i lati opposti . . . 50 

Se il quadrato di un lato di un triangolo è eguale a! qua- 
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drati degli altri due lati , l’angolo da questi com - 
preso è retto 

Reiasioni che sorgono in un triangolo quando dagli 
estremi di un lato si tirano due rette che panno a con - 

giungersi in un qualsiasi punto. 50 a 52 

Equazioni fra tre lati e un angolo del triangolo . 56 

Analisi di due triangoli che hanno due lati eguali ri- 
spettivamente e r angolo che questi fanno in uno di 
essi è maggiore dell’altro. . . . . . ■ y 57 * 58 

Relazioni che nascono in un triangolo quando un an- 
golo qualunque di esso si divide per metà ; teorema 

inverso 60 a 62 

Relazione fra ’ lati di un triangolo, 'quando da un an- 
golo si tira una retta sulla metà del lato opposto. . 62 e 63 
Seno e coseno della somma o differenza di due angoli. 63 a 65 
Dimostrazione della formolasea 1 ^ -{-6) -j-cos a (? +6 

sen* cos*(re 4-l)^=r* 65 e 66 


Formole di sen ^ ... sen 


W+l 



senfo-{-6 -j- sen(^ — 6) . . 67 

Formole dipendenti dalle precedenti , e di un uso con- 
tinuo 68 a 72 

Formole binomie per aver un angolo in funzione de’ lati. 72 e 73 
Formole diverse per aver la differenza di due angoli , 

dati due lati e T angolo compreso . . . •. . . 1'* e 75 

Formole di Legendre per risolvere un triangolo obbli- 
quangolo per mezzo del triangolo rettangolo . . . 76 e 77 


Altra formolo di Legendre, utile quando due lati sono 

dati pe' loro logaritmi 78 

Nuovo teorema per aver un angolo per mezzo di due lati 

e dell’ angolo compreso 78 e 79 

Formala del Franchini per aver un angolo per Tnezzo 
- di unaltrn e delrapporto de lati che lo comprendono. 79 
Nuova formolo per determinare direttamente coll aiuto 
de’ logaritmi un lato per mezzo degli altri due e dal- 
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l’angoìo compreso da questi: uso di questa forma- 
la e costruzione geometrica di essa ; riflessione „■ . 79 e 80 

Formole che dimostrano indeterminato il problema 
quando sono dati i soli angoli de' triangoli: gli an- 
goli di un triangolo rettilineo sono eguali a due retti. 81 e 82 
/ poligoni simili si risolvono in egual numero di trian- 
goli simili 82 e 83 

Analisi della definizione de' poligoni simili. . . . 83 a 85 

Formola dedotta dalla nostra equazione , la quale di- 
mostra che l’ analisi de’ poligoni è determinata quan- 


do , oltre gli angoli, è dato un lato 85 e 86 

Il centro di un cerchio è nella retta che divide una cor- 
da per metà e ad angoli retti 86 e 87 

Teoremi che risguardano le corde tirate nel cerchio 

con varie condizioni 86 a 90 

Se V angolo di due corde eguali è diviso per metà da 

una retta , questa passerà pel centro 88 

Formole che danno la relazione degli angoli fatti al 
centro di cerchi eguali e degli archi e delle corde sul- 
le quali poggiano 89 

Centro di un cerchio . 90 

Riflessione sul grado de’ problemi che risguardano la 

retta e il cerchio ivi 

Formole che danno le relazioni fra’ cerchi che si tocca- 
no o si segano e i loro centri. ....... 91 

Formole che mostrano la proprietà degli angoli fatti nel 
semicerchio , e in qualsiasi segmento circolare . . . 92 

Proprietà essenziale del cerchio , equazione del cer- 
chio ; riflessioni . . . 93 e 94 

Proprietà della tagente al cerchio: angolo della tangen- 


te con una corda, e teorema inverso', relazione fra la 
tangente le seganti che si tirano da uno stesso punto 
esteriore al Cerchio , e fra le corde che si segano den- 
tro al cerchio . , 94 a 97 

Teoremi delle incidenti che cadono sulla circonferenza 
circolare da un punto preso dentro di esso o fuori . 98 e 99 
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La congiungente de’ centri di due cerchi che si segano 
è perpendicolare alla retta che unisce i punti (V in- 
tersezione. , , . , ; . . . . ? , « . 1QQ 

Superficie di poligoni: metodo usati da’ geometri: me- 
todo seguito nel libro. Forma dell’ equazione della 
superficie di un rettangolo come funzione de’ lati . 100 a 103 
Rapporti nella superficie de’ parallelogrammi è de’ 

triangoli , secondo le varie ipotesi 103 a 106 

La superficie di un poligono è eguale a quella di un ret - 
tangolo che ha per lati, un lato qualunque del poligo - 
no e la terza proporzionale in ordine allo stesso lato 
e al lato del quadralo equivalente al poligono, . . 106 e 107 

Se A è il lato del poligono , la superficie è p A' . . . 107 

Il coefficiente p è identico ne’ poligoni simili ; Relazio - 
ne fra le superficie de’ triangoli e de poligoni simili. 107 e 108 
Il poligono descritto sull’ ipotenusa è eguale alla somma 

de' poligoni simili descritti su’ caletti 109 

Formole varie della superficie de’ triangoli , secondo i 
dati : formolo del Legendre per mezzo di due ango - 
li , eia differenza de' quadrati de" lati opposti. . . 110 e 111 

Raggio del triangolo iscritto nel cerchio, del triangolo 
equilatero iscritto } riflessioni: ad un triangolo qualun - 
que può sempre circoscriversi il cerchio .... Ili e 112 
Il lato dell’ esagono regolare iscrittibile nel cerchio è 

eguale al raggio 113 

Il centro del cerchio è nella retta che divide per metà 

l’angolo di due tangenti tirate da imo stesso punto • 114 e 115 
Raggio del cerchio iscritto nel triangolo ; superficie di 


tale triangolo 115 

Altra formala del raggio del cerchio iscritto nel trian- 
golo: il raggio del cerchio circoscritto ad pn triangolo 
è doppio di quello deW iscritto 116 e 117 


Formole che danno le condizioni affinchè un cerchio 
passi per quattro punti -, gli angoli opposti de’ qua - 
drilateri iscritti sono eguali a due retti . . . . 117 a 120 

Teorema di ToIoiucq e di Legendre sul tetragono iscritto. 120 a 122 
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Nuovo teorema sul tetragono iscritto , formolo (HJ . . 124 - 

Altro teorema importante dedotto dal precedente, for- 
molo (E) 125 

Centro di un poligono regolare: raggi del cerchio cir- 
coscritto ed iscritto al medesimo 126 a 128 

Teorica dell’ iscrizione e circoscrizione de’ poligoni re- 
golari nel cerchio . . 128 a 136 

Espressioni del lato de’ poligoni che si possono iscrive- 
re (IH). . . (VII). Il problema della iscrizione ec. pub 
dipendere dal lato iscritto dal poligono regolare 

di 60 lati 133 e 134 

Espressione , l’uno per l’ altro, del lato del poligono 


circoscritto e iscritto , noto il raggio del cerchio . . 134 


Il lato di un polìgono è minore del lato del poligono di 

un minor numero di lati 

Il perimetro del poligono iscritto di un doppio numero 

ivi 

di lati è maggiore del perimetro del poligono iscritto 


di minor numero di lati ; epperb i perimetri di poligo- 


ni iscritti, crescendo di lati, si approssimano alla cir- 


conferenza 

135 


I lati di poligoni circoscritti diminuiscono come cresce 

il numero di essi: la circotiferenza è il limite comune 
de’ perimetri de 1 poligoni regolari iscritti e circoscritti, 

e’I cerchio della loro superfìcie 135 e 136 

Rapporto della circonferenza al diametro . . . .136 e 137 

Formolo della circonferenza e della superficie del 

cerchio . . . . 138 

Rettificazione di un dato arco eguale al raggio ; setto- 
re, segmento ; spazii misti linci che possono aversi nel 

cerchio 139 a 141 

Problema trigonometrico 141 a 144 

Soluzioni analitiche di 2i quistioni sul triangolo e sul 
tetragono, coll’ applicazione dellequazione cardinale 

ad alcune di esse 144 a 151 

Radici dell’ equazione di terzo grado del caso irredu- 
cibile per mezzo della trigonometria 151 a 154 
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Seconda PARTE — Geometria e trigonometria sferica, e 
principali teoremi della geometria solida : preno - 

' zioni » 155 e 156 

Formola fondamentale della geometria e trigonometria 
sferica dedotta dalla formala cardinale de’ triangoli 
rettilinei. Essa come quella de’’ triangoli rettilinei è 

fra cinque elementi 156 a 158 

Si deducono da questa formola le quattro equazioni atte 
a risolvere un triangolo sferico , (1. IL IH. IV. ) . 158 a 160 
Relazioni fr diati e gli angoli opposti de' triangoli : teo- 
remi di geometria sferica dedotte dalla stessa formo- 
la cardinale 161 a 189 

Analisi di alcune inequazioni dedotte da' triangoli sfe- 
rici per dimostrare un teorema di geometria sferica. 166 a 171 
Nuova dimostrazione delle Analogie di Nepero dedotta 

dalla nostra formola cardinale 189 a 193 

Casi dubbi nella risoluzione de’ triangoli sferici. . . 193 a 196 
Alcuni teoremi fondamentali della geometria solida de - 
dotti da’ teoremi dimostrali nella prima parte. . . 196 a 198 
Teorema dimostrato coll’ applicazione diretta dall’ equa - 
zione cardinale (n. 63) . 199 

Superficie de' volumi considerati nella geometria solida: 

superficie del fuso e del triangolo sferico. . . . 198 a 215 

Volume de ’ corpi considerati nella geometria solida . 215 a 224- 
Il diametro della sfera che si tira al centro di un cer- 
chio minore è perpendicolare al piano di questo . . 22t e 225 

Analisi del tetraedro secondo l’ idea di Lagrangia , in 

qualche parte resa più semplice 225 


FINE. 
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ERRORI NECESSARI A CORRIGERSI 


Pag. 24 riga 11 da sotto leggi quattro retti per due retti 

Pag. 31 riga 10 leggi hanno per avranno 

Pag. 46 riga 10 leggi e inversamente ; e le obblique per e inver- 
samente, le obblique 

Pag. 13 riga I da sotto leggi b — 2ccos^ per b — 2ccos? 

Pag. 81 § 86 linea 3 leggi AM'=M>B' invece di ASF^M'A' 

Pag. 88 riga 1 leggi AB' per AC ' , e riga 3 leggi B"K!A" 
per B r KA" 

Pag. 128 riga 11 leggi de’ poligoni regolari simili invece di de? 
poligoni simili 

Pag. 153 nella 5 a equ. di (III) leggi senccotn per senccot* 

Pag. 201 riga 6 aggiugni vedi pag. 224 101. 

Pag. 220 le S debbono essere G: e riga 9 invece di E A leggi EF 
Idem riga 20 leggi AD’=AB'-\-BD 1 invece di 
AD'z=.AB % JfAC' 

Pag. 224 101 riga 1 leggi BhB 1 invece di BhB' 
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OPERE E MEMORIE PRINCIPALI 


PUBBLICATE 

dal cav. FERDINANDO DE LUCA 


Nuovo Sistema di studi geometrici analiticamente dedotti dallo 
svolgimento di una sola equazione. 

Geometria Sintetica (1810). Esaurita. 

Geometria piana trattata coll’analisi geometrica degli Antichi. 

Trigonometria Analitica con un saggio di Poligonometria (1811). 

Geometria Analitica (1811). 

Analisi a due coordinate (1812). 

Agrimensura popolare, ove il problema della divisione del poli- 
gono in data ragione è generalmente sciolto con metodo elemen- 
tarissimo. 

Nuovi elementi di Geografia disposti secondo l’ordine dell’insegna- 
mento. 

Instituzioni Elementari di Greografia naturale topografica politica 
astronomica fisica e morale, con un rame per uso della geografia 
astronomica. ( La sesta edizione è sotto al torchio ). 

Elementi di Geografia Antica. ( Quarta edizione ). 

Atlantino geografico di otto carte composto con un nuovo sistema 
per uso delle precedenti opere geografioktc. 

Note all’edizione napolilana del Compendio di geografia di A. Balbi. 

Pensieri sull’educazione applicati all’ Distruzione de’ Seminari (esau- 
rita). 

Piano di un’educazione compiuta religiosa letteraria scientifica e 
morale ( esaurita ). 

Sul miglior metodo di una pubblica inslruzione ( esaurita ). 

Sulla meteora americana comparsa a Filadelfia nel 1833. Memo- 
ria 1 e 2, nella quale da’ limiti geografici fra’ quali è stata essa 
osservala si deduce matematicamente l’altezza del sito di essa. 
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Memoria sulle stelle cadenti. 

Memoria letta all’Accademia Pontaniana sul migliore ordinamento 
degli studi geografici. 

Memoria per rivendicare alla scuola Italica tutta l’antica geome- 
tria , cioè l’analisi geometrica , i luoghi geometrici e le sezioni 
coniche; con una polemica. 

Varie memorie su’vari punti della storia delle matematiche inse- 
rite nel Progresso e pubblicate in un’opera a parte con alcune 
modificazioni. (Esaurita). 

Memoria sulla giusta nozione che bisogna dare alla Geografia sto- 
rica, confusa finora colla storia geografica e colla storia (n’esiste 
un favorevolissimo cenno nel Giornale dell’lnstituto Storico di 
Francia tom. V pag. 187 ). 

Esame critico di alcuni opuscoli pubblicati intorno al sistema me- 
trico della citta di Napoli. (Esaurito). 

Tavole per la conversione reciproca de’pesi e delle misure antiche 
in quelle sanzionate dalla Legge de’ 6 Aprile 1840. 

Sul magneto-eleltricismo , memoria letta alla R. Ac. delle scienze 
nella quistione di anteriorità, tra i chiarissimi Faraday e Nobili. 

E molte altre memorie e rapporti matematici geografici e fisici in- 
seriti nel Rendiconto dei lavori della R. Accademia delle scien- 
ze , e in altri giornali nazionali e esteri. 

Memoria intorno all’influenza del metodo numerico analitico per 
trattare esclusivamente la meccanica industriale e la fisica mo- 
derna. Proposta di un nuovo sistema di studi matematici. Letta 
nel VII Congresso degli Scienziati Italiani. 

Memoria sullo stato attuale della geografia (1845): epperò de’vóti 
che rendono ancora incompiuta la geografia classica del Seco- 
lo XIX. Letta nel VII Congresso degli Scienziati Italiani. 

Dell’influenza degli studi geografici sulle scienze naturali. Errori 
in geografia: mezzo di conciliare certe relazioni apparentemente 
contradittorie. Letta nella R. Accademia delle Scienze. 

Monografia su’ vulcani e nuovo ordinamento di essi. Letta nella 
R. Accademia delle Scienze ed inserita nel Rendiconto. 
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